Onermeler mantigi

David Pierce

26 Kasim 2012, saat 14:25

Matematik Bolimii
Mimar Sinan Giizel Sanatlar Universitesi
Istanbul

dpierce@msgsu.edu.tr
http://mat.msgsu.edu.tr/ dpierce/



Bu notlar
Creative Commons Attribution—Gayriticari-Share-Alike
3.0 Unported Lisansi ile lisanshdir.
Lisansin bir kopyasini gorebilmek icin,
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/deed.tr
adresini ziyaret edin.

© David Austin Pierce & @)

Bu yazinin ana kaynaklar1, Church’un [2], Shoenfield’in [7], Burris’in [1],
ve Nesin’in [5] kitaplar1 ve Foundations of Mathematical Practice (Eyliil
2010) adli notlarimdir. Bazi terimler, [3, 4] kaynaklarindan alinmigtir.

icindekiler

1 Onermeler

2 Bileske 6nermeler
3 Onerme formiilleri
4 Denklik

5 Gerektirme

6 Bicimsel kanit

7 Oklid’in 6nermeleri
8 Tikizhk

9 Bicimsel dizgeler
Kaynakca

14

19

25

30

32

34

44



1 Onermeler

Onerme, belli bir durumda dogru veya yanls denebilen cimledir. Mate-
matikte, durum ¢ogunlukla bir yapidir. Ornegin, ‘Her saymnin tersi var’
ciimlesi, bir 6nermedir, ve bu 6nerme,

1) (N,+) yapisinda yanhs,
2) (Z,+) yapisinda dogru,
3) (N, -) yapisinda yanls,
4) (Q*, -) yapisinda dogrudur. (Burada QT = {z: x € Q Az > 0}.)

Dogru ve yanhs, dogruluk degerleridir. Dogru dogruluk degerini 1
olarak yazalim; yanlis dogruluk degerini de 0 olarak.* Belli bir durumda,
bir énerme dogru ise, o énermenin o durumdaki dogruluk degeri 1’dir;
yanlig ise, 6nermenin durumdaki dogruluk degeri 0’dir.

Her durum, bir dogruluk géndermesi belirtir. Bu génderme, her éner-
meyi o durumdaki dogruluk degerine génderir. Mesela, d; dogruluk gon-
dermesi, (N, +) yapisindan tarafindan belirtilsin. O zaman

dy (‘Her saymin tersi var’) = 0.

Ancak, dy dogruluk gondermesi, (Z, +) yapisindan tarafindan belirtilirse,
0 zaman
do(‘Her sayimn tersi var’) = 1.

*1 ve 0 yerine, D ve Y, ya da T ve _L, isaretleri kullanilabilir.



2 Bileske 6nermeler

Verilmig 6nermelerden, baglaclarla, bileske 6nermeler yapilabilir, ve
onlarin degerleri, verilmis énermelerin degerlerinden bulunabilir. Mesela,
iki 6nermemiz olsun, ve onlara, P ve @ diyelim.* O zaman ‘P ve @’
onermesini olugturabiliriz. Her durumda, bu yeni énerme dogrudur ancak
ve ancak P dogrudur ve @) de dogrudur.

‘P ve @’ 6nermesini P A @ olarak yazalim, ve d, bir dogruluk géndermesi
olsun. O zaman

d(P A Q) =1 ancak ve ancak d(P) =1 ve d(Q) = 1.

Genellikle (d(P),d(Q)) swral ikilisi i¢in, dort tane secenek vardir. Her
secenekteki P A (Q Oonermesinin degeri, agagidaki gibi bir dogruluk tab-
losunda gosterilir.

P Q|PAQ
0 0 0
1 0 0
0 1 0
1 1 1

Bircok énemli matematiksel 6nerme, ‘P ise )’ bi¢imindedir. Bu énermeyi,
P = @ olarak yazariz. Her d dogruluk gondermesi igin,

d(P = Q) = 1 ancak ve ancak d(P) = 0 veya d(Q) = 1.

P = @ 6nermesinin dogruluk tablosu asagidaki gibidir:

P Q|P=Q
0 O 1
1 0 0
0 1 1
1 1 1

*@ harfi, ki veya kyi gibi telaffuz edilebilir.



Ornegin, Oklid’in 1.6 numarali énermesine bakalim:

Eger bir iiggenin birbirine egit iki agis1 varsa,
esit agilarin gordiigii kenarlar esittir.

Simdi
e P ‘B kosgesindeki agi, C kogesindeki agiya esittir’ 6nermesi olsun,
ve

e (), ‘AC kenar1 AB kenarina esittir’ 6nermesi olsun.

Bir ABC {iggenini bir yap1 olarak diigiiniiriiz, ve bu yapi igin, bir d dog-
ruluk géndermesi vardir. O zaman Oklid’in 1.6 numarali 6nermesine gore,
d(P = Q) =1, yani,

ya d(P) =0, ya da d(Q) = 1.

Alhsgtirma 1. Yukaridaki P ve @ igin, 6yle bir yapi bulun ki, bu yapida
d(P = @) =0 olsun.

Sozciiklerde ve simgelerde! kullanacagimiz tiim bileske 6nermeler, bu se-
kildedir:

Pve@ PAQ

P veya @ PVvQ

P ise Q P=qQ

P ancak ve ancak @ P& Q
P degil -P

Onlarin tiim olasi dogruluk degerleri, 2.1 numaral Sekildeki dogruluk
tablolarinda gosterilmigtir. A, V, =, <, ve — igaretlerine baglayici de-
iz}
riz.

Oklid’in I.13 numarali 6nermesi, PV @ bicimindedir. O 6nerme asagidaki
gibidir:

tBaz kitaplarda P A Q yerine P & Q, P = Q yerine P - Q veya P D Q, P < Q
yerine P <> Q, ve =P yerine ~P veya P’ kullanilir.

tHatirlamak icin: Latince VEL sozciigu, ‘veya’ demektir, onun igin ‘veya’, V olarak
yazilir. Ingilizce AND sbzciigu, ‘ve’ demektir, ve A isareti, A gibidir.



P Q|PANQ PVQ P=Q P&Q

0 O 0 0 1 1 P|-P
1 0 0 1 0 0 0 1
0 1 0 1 1 0 1 0
1 1 1 1 1 1

Sekil 2.1: Basit formiillerin dogruluk tablolar:

Eger bir dogru, konulursa bir dogrunun {izerine,
yaptig1 acilar, ya iki dik
va da iki dik agiya esit olacak.

ABC, bir dogru olsun, ve BD, bagka bir dogru. Bu durum i¢in, bir d
dogruluk géondermesi var. O zaman

e P ‘ABD ve CBD aglari, diktir’ 6nermesi olsun, ve
e , ‘“ABD ve CBD agilar, iki dik agiya esittir’ 6nermesi olsun.

[.13 numarali 6nermeye gore,
ya d(P) =1, yada d(Q) = 1.

Bir 6nermede, birden fazla baglayici bulunabilir. Ashinda, Oklid’in I.13
numarali 6nermesi bdyle diigiiniilebilir. Simdi ABC ve ABD, bitisik agilar
olsun, ve d, bu durum i¢in dogruluk géndermesi olsun.

e P ve @, yukaridaki gibi olsun,
e F'. PV @ 6nermesi olsun, ve
e R ‘AB ve BC dogrulari, bir dogrudadir’ 6nermesi olsun.

O zaman I.13 numarali énermeye gore, d(R = F) = 1. Ustelik, .14
numarali 6nermeye gore, d(QQ = R) = 1; ve d(P = R) = 1, dik aginin ta-
nimindan ve dérdiincii postulattan. Bu gekilde d(F = R) = 1. Sonunda,
tiim bunlara gore, d(R < F) = 1.

Baska bir 6rnek icin, Oklid’in 1.4 numarali 6nermesine bakalim:

Eger iki iiggenin iki kenar: iki kenara esit olursa, her biri birine,
ve acl agiya esit olursa, yani egit dogrular tarafindan igerilen,
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hem taban tabana esit olacak,
hem iiggen tiggene esit olacak,
hem de geriye kalan agilar geriye kalan agilara egit olacak, her biri birine,
yani egit kenarlar1 gorenler.

Bu 6nerme, F' = G bi¢imdedir, ama F ve G 6nermelerin kendisi, bileg-
kedir. Ashinda,

Py, ‘AB kenar1, DE kenarina egittir’ 6nermesi olsun,

Py, ‘AC kenari, DF kenarma esittir’ 6nermesi olsun,

P;, ‘BAC agis1i, EDF agisina esittir’ énermesi olsun,

F, Py A P, A\ P3 6nermesi olsun,

Py, ‘BC kenari, EF kenarina egittir’ 6nermesi olsun,

Ps5, ‘ABC tiggeni, DEF {i¢genine egittir’ énermesi olsun,
Ps, ‘ABC agis1, DEF' agisina egittir’ énermesi olsun,
P;, ‘ACB agis1, DF'E agisina esittir’ énermesi olsun, ve
G, Py N\ Ps \ Pg A\ P; 6nermesi olsun.

ABC ve DEF iigenleri icin, bir d dogruluk gondermesi vardir, ve 1.4
numarali énermeye gore, d(F' = G) = 1 olur, yani d(F) = 0 veya d(G) =
1. Ustelik, d(F') = 1 ancak ve ancak

d(P1) = d(P2) = d(Ps) = 1;
ve d(G) = 1 ancak ve ancak
d(Py) = d(P5) = d(Ps) = d(Pr) = 1.
Bilegke bir 6nermenin baglayicilarindan sadece biri, onermenin ana bag-
layicisidir. Tekrar 1.13 ve I.14 numarali 6nermeler 6rnegine bakalim.
Orada, R = F Onermesinin ana baglayicisi, = baglayicisidir. O 6ner-
mede V baglayicisi bulunur, ama bu, 6nermenin ana baglayicis1 degil, F'

Onermesinin ana baglayicisidir.

R = F Onermesi, simdi R = PV @ olarak yazilamaz, ¢iinkii bu ifade,
onermenin ana baglayicisini gostermez. R = (P V @) gibi bir ifade yaz-



labilir veya bir aga¢ ¢izilebilir:
= \
R \%
p Q

P A P> A\ P3 6nermesinin ana baglayicisi, A baglayicisidir, ama hangi A?
Bu 6nermede, A baglayicism iki gegisi var.® Hangisinin ana baglayici
oldugu fark etmez. (Neden?) Kesinlik icin, son gegis olsun diyelim. O
zaman Py A Py A P3 demek, Py A (Py A P3) demektir. Aym gekilde, Py A
Ps N Py A P; demek Py A (P5 A\ (P6 A\ P7))

Ancak P = @@ = R 6nermesindeki = baglayicisinin hangi gecisinin 6ner-
menin ana baglayicisi oldugu 6nemlidir. (Neden?) Tekrar son gegis olsun
diyelim: P = @ = R demek P = (Q = R) demek olsun.

§ Gegis terimini [4] kitabindan aldim; Ingilizcesi, occurrence.
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3 Onerme formiilleri

Bundan sonra, daha bigimsel olacagiz. P, @), ve R gibi Latin harfleri, ve
P, ve P, gibi bilegke simgeler, 6nerme degil, 6nerme degiskenleridir.
Onlardan 6nerme formiilleri olustururuz, bu tanima gore:

1. Her 6nerme degiskeni, bir 6nerme formiiliidiir.

2. F' ve G, énerme formiilleriyse, (' A G), (F'V G), (F = G), ve
(F < @) ifadeleri de 6nerme formiilleridir.

3. F, 6nerme formiiliiyse, —F ifadesi de bir énerme formiiliidiir.
4. 1 ve 0 simgeleri, 6nerme formiilleridir.

Ornegin, P, (PAQ), (RAL), ((PAQ) = (RAL)), ve ~((PAQ) = (RA1)),

onerme formiilleridir.

Teorem 1. F', G, H, ve K, 6nerme formdiller: olsun, ve x ile T, simgeler
olsun. Eger

(F* Q) ile (H 1K)

aym formildir, o zaman F ve H, birbiriyle aymidir, ve x olarak yazilan
simge, N\, V, =, ve < simgelerinden biridir.

Bu teoremi ispatlamiyoruz.

Bundan sonra, F, G, H, ve K gibi Latin harfleri her zaman onerme
formiillerini gésterecek. Bu durumda, (F * G) bir 6nerme formiiliiyse, o
zaman * olarak yazilan simge, (FxG) formiiliiniin ana baglayicisidir.

—F formiiliiniin ana baglayicisi, — simgesidir. Ayrica, 0 veya 1, ken-
disinin ana baglayicis1 olarak kabul edilir. Ancak bir degigkenin ana
baglayicis1 yoktur.

Her degigsken olmayan formiiliin sadece bir tane ana baglayicis1 vardir.
Ayrica, bir formiilde, her degisken veya ayrag olmayan simge, bir ve sadece



bir alt formiiliin ana baglayicisidir. Bir formiiliin énerme degiskenleri
de altformiiller olur. Ornegin, =((PAQ) = R) formiiliiniin alt formiilleri,
asagidaki tabloda siralanmigtir.

altformiil ana baglayicisi

~(PAQ) = (RAT) -
P

(PAQ) A
Q

(PAQ) = (RAT)) =
R

(RAT) A

1 1

Bundan sonra, dogruluk géndermesi, tiim 6nerme formiilleri kiimesin-
den {0,1} kiimesine 2.1 numarali Sekildeki gibi agagidaki kurallara gore
tanimlanmig bir fonksiyon anlamina gelecektir.

d(F) d(G) d((FAG)) d(FVG)) d(F=G)) d(F < G))
0 0 0 0 1 1
1 0 0 1 0 0 ,
0 1 0 1 1 0
1 1 1 1 1 1
d(F) d(=F)
0 T, d(1) = 1, d(0) = 0.
1 0

Genellikle, F' bir 6énerme formiiliiyse, ve d bir dogruluk géndermesiyse,
d(F) degerini hesaplamak igin, F' formiiliiniin her G alt formiilii igin d(G)
degerini hesaplamaliyiz. Bu d(G) degeri, F' formiiliiniin dogruluk tablo-
sunda,

1) eger G bir degigkense, G altinda,
2) eger GG degisken degilse, G formiiliiniin ana baglayicisi altinda,

gosterilebilir. Mesela =((P A Q) = (R A 1)) formiiliiniin dogruluk tab-
losunu 3.1 numarali Sekildeki gibi olugtururuz. Sonug olarak, formiiliin
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)

(R A 1)

=

P A Q)

(

(

Sekil 3.1: Dogruluk tablosu hesaplanmasi
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dogruluk tablosu agagidaki gibidir.

P Q R|-(PAQ) = (RA1)
0 0 O 0
1 0 O 0
0 1 0 0
1 1 0 1
0 0 1 0
1 0 1 0
0 1 1 0
1 1 1 0

Onerme formiillerinde, bazi ayraclar gerekmez ve kullanilmayabilir. O
zaman dogruluk degerleri su sirada hesaplanir:

1) 0ve 1;
2
/\ ve V;
= ve &
bir baglayicinin iki gegisi varsa, sagdaki.

) —
3)
4)
5)

Ornegin:

a) F x G demek (F * G);
b) =F x G ve =(F * G) farklidur;
¢) F= GV H demek F = (GV H);
d) FAGYV H belirsiz (onun i¢in yazilmaz);
e) FAGAH demek FA(GAH);
f) F= G = H demek F = (G = H);
g) F=GAH= K demek FF= (GAH) = K).

A, V, =, & baglayicilarina iki konumlu denir; — baglayicisina, bir ko-
numlu denir; 0 ve 1, sifir konumlu baglayicilar olarak diisiiniliir.

Alistirma 2. Asagidaki degiskensiz formiilleri hesaplayin.

a) 1=1=1,

) 1=0=1;

c) (0=1)&1;

) (0e1)e (0 1);
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e) ———0;
f) (1v0)AO0;
g) 1V (0A0).

Aligtirma 3. Asagidaki formiillerin dogruluk tablolarin yapin:

a) P= Q= P;

b) PAQ A R;

¢) ~(P < =(Q < R));

d) (P=QVR)=-PVQ;

e) (P=QV-R)AN(Q=PAR)=P= R,
f) ~«(-R= P = ~(R = Q)).
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4 Denklik

Iki énermenin dogruluk degeri her durumda ayniysa, o 6nermeler, man-
tiksal olarak birbirine esdeger veya denktir.

iki 6nerme formiilinin dogruluk tablolar: ayniysa, o formiiller de birbi-
rine esdeger veya denktir. Yukaridaki Oklid’in I.13 ve I.14 numarah
Onermeleri 6rneginde zaten iki denklik kullandik. Mesela, PV Q = R
onermesi, (P = R) A (Q = R) onermesine denktir (P V @ = R ifadesi-
nin (P V Q) = R demek oldugunu hatirlayin). Bu énermelerin dogruluk
tablolarini hesaplayalim:

P Vv Q@ = R (P = R )N (Q = R)
0 0 0 1 0 0 1 0 1 0 1 0
1 1 0 0 O 1 0 O 0 0 1 0
0 1 1 0 O 0 1 0 0 1 0 0
11 1 0 O 1 0 O 0 1 0 O
0O 0 0 1 1 0O 1 1 1 0o 1 1
1 1 0 1 1 1 1 1 1 0 1 1
0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Bdylece 4.1 numaral Sekildeki tablolar: elde ederiz. Bu tablolar, birbiriyle
aynidir; onun igin

PV Q= Rdenktir (P=R)A(Q=R)

deriz.

F ve G 6nerme formiilleri egsdeger ise,
F~G
ifadesini yazabiliriz. Ornegin,

PvQ=R~(P=R)AN(Q= R).

14



P Q R|PVQ=R P Q R|(P=RAQ=R)
0 0 0 1 0 0 0 1
1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0
1 1 0 0 1 1 0 0
0 0 1 1 0 0 1 1
1 0 1 1 1 0 1 1
0 1 1 1 0 1 1 1
11 1 1 11 1 1

Sekil 4.1: Iki formiiliin dogruluk tablolar:

Ancak, dikkatli olunmali: F' ~ G ifadesi, 6nerme formiilii degil; sadece ‘F
ve G formiilleri, birbirine denktir’, yani

F denktir G

ciimlesi i¢in bir kisaltmadir.
Teorem 2. Asagidaki esdegerliklerimiz vardr.

1. (Her énerme, sadece — ve A ile yazilabilir:)

PV Q denktir —(=P A -Q),
P = Q denktir =PV Q,
P & @ denktir (P = Q)N (Q = P).

2. (Her onerme, sadece = ve = ile yazilabilir:)
P A Q denktir =(P = —Q).
3. (Cifte degilleme kaldvrilabilir:)
=P denktir P.
4. (De Morgan* kurallar:)

=(PV Q) denktir =P A —Q,
(P A Q) denktir =P V Q.

* Augustus De Morgan, 1806-71, Biiyilik Britanyali matematik¢i ve mantike |9, 8].
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5. (N ve V baglayicilarimin degisme ve birlesme ozellikleri:)

P AQ denktir QANP, (PAQ)AR denktir PA(Q A R),
PvQ denktirQV P, (PVQ)V R denktir PV (QV R).

6. (N ve V baglayicilary birbiri izerine dagilir:)

PA(QV R) denktir (PAQ)V (P AR),
PV (QAR) denktir (PV Q) A(PV R).

7. (Fazlaliklar:)

P A P denktir P, PV P denktir P,
P A =P denktir 0, PV =P denktir 1,
P A1 denktir P, P V0 denktir P,
P A0 denktir 0, PV 1 denktir 1.

S

(Yeni degisken:)

P denktir (PAQ)V (P A-Q),
P denktir (PV Q) A (P V Q).

9. (Yutma:)

P A(PV Q) denktir P,
PV (PAQ) denktir P.

Kamit. Ahstirma 4. O

Bu teoremden, agagidaki teoremi kullanarak, sonsuz tane denklik elde
edebiliriz. Ornegin, P = @ formiili =P V @ formiiniine denk oldugun-
dan

PAQ= Rdenktir «(PAQ)VR

ifadesini elde ederiz.
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Teorem 3. F ve G, birbirine denk formdiiller olsun; H, bir énerme de-
giskeni olsun; ve H', bir onerme formiilii olsun. Egjer F formiilinde H
degiskeninin gectigi her yere H' konulursa, F' formiilii elde edilsin; benzer
sekilde, G formiiliinden G’ elde edilsin. O zaman

F' denktir G'.

Bu teoremi, ispatlamiyoruz.

Ustelik, —(P A Q) formiilii =PV =@ formiiliine denk oldugundan, sonraki
teorem sayesinde,

(P AQ)V R denktir (-PV -Q)VR
ifadesini elde ederiz.

Teorem 4. F formiili, bir G formdlintin bir alt formili olsun, ve F', bir
F* formiilime denk olsun. Eger, G formiiliinde, F alt formilinin yerine
F* konulursa, G* formiili elde edilsin. O zaman

G denktir G*.
Bu teoremi de ispatlamiyoruz. Ancak, simdi asagidaki teorem ispatlana-
bilir:
Teorem 5. (PVQ)A(RVS) denktir (PAR)V(QAR)V(PAS)V(QAS).

Kanit. Asagidaki denkliklerimiz vardir.

(PVQ)AN(RVS)
~(PVQ)AR)V((PVQ)AS) [dagilmal
~(RAN(PVQ)V(SA(PVQ)) [degisme]
~(RAP)V(RAQ)V((SAP)V(SAQ)) [dagilmal
~(RAP)V(RAQ)V(SAP)V(SAQ) [birlegme]
~(PAR)V(QAR)V(PAS)V(QAS) [degisme]

Bu ispatin her adiminda, 3 numarali ve 4 numarali Teoremleri kullandik.

O
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Bengzer gekilde:

Teorem 6.

PV (PAQ) denktir -PV Q, —PA(PVQ) denktir =P AQ,
PV (=P A Q) denktir PV Q, P A (=P V Q) denktir P A Q.

Kanit. Asagidaki denkliklerimiz vardir.

-PV(PAQ)
~ (=PVP)AN(=PVQ) [dagilmal]
~1AN(=PVQ) [fazlalik]
~-PvVvQ [fazlalik]
Diger denklikler, Aligtirma 5. O
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5 Gerektirme

Eger, her d dogruluk gondermesi i¢in, d(F) = d(G) ise, o zaman F ve G,
birbirine denktir. Yani, F' denktir G, eger, her d igin,

1) d(F) =11ise d(G) =1,
2) d(G) =1ise d(F) = 1.

Simdi, her d igin, sadece d(F) = 1 ise d(G) = 1 oldugunu varsayalim. O
zaman F' formiili, G formiiliinii gerektirir deriz. Mesela,

PV Q = R gerektirir P = R,

agagidaki dogruluk tablosundan:

P Q@ R|PVQ=R|P=R
0 0 0 1 1
1 0 0 0 0
0 1 0 0 1
1 1 0 0 0
0 0 1 1 1
1 0 1 1 1
0O 1 1 1 1
1 1 1 1 1

Buradaki her satirda, ya PV @ = R formiiliiniin degeri 0, ya da P = R
formiiliiniin degeri 1. Tabii ki ikisi de olabilir.

Teorem 7.

Basitlestirme:

P A Q gerektirir P, P AQ gerektirir Q.

Ekleme:

P gerektirir PV @Q, Q gerektirir PV Q.
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Kamit. Ahgtirma 6. O

Iki formiil de bir formiilii gerektirebilir. F' ve G formiilleri, H formiiliinii
gerektirir, ancak ve ancak, her d dogruluk gondermesi i¢in, ya d(F') = 0,
ya d(G) =0, ya da d(H) = 1. Mesela,

P = Q ile Q = R gerektirir P = R,

agagidaki tablodan:

P Q R|IP=Q Q=R|P=R
0 0 0 1 1 1
1 0 0 0 1 0
0 1 0 1 0 1
1 1 0 1 0 0
0 0 1 1 1 1
1 0 1 0 1 1
0 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

Ashinda, sadece 1., 5., 7., ve 8. satirda, hem P = @ ve Q = R dogru,
ve o satirda, P = R de dogrudur. Ancak, P = Rve P = Q, Q@ = R
formiiliinii gerektirmez.

Teorem 8. Asagidaki gerektirmelerimiz vardar.

Baglama:
P ile Q gerektirir P A\ Q.

Ayirma:

P ile P = Q gerektirir Q, PV Q ile =P gerektirir Q,
-Q ile P = Q gerektirir =P, PV Q ile ~Q gerektirir P.

Hipotetik tasim:

P = Q ile Q = R gerektirir P = R.

Kamt. Ahgtirma 7. (Hipotetik tasim gerektirmesini zaten ispatladik.)
O
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Ikiden fazla formiil, bir formiil gerektirebilir. T’ (Gamma), bir nerme for-
miilii kimesi olsun, ve F', bir énerme formiilii olsun. Eger her d dogruluk
gondermesi igin,

1) ya I' kiimesindeki bir G igin, d(G) = 0,
2) yadad(F)=1

saglaniyorsa, o zaman I, F' formiiliinii gerektirir. Yani, I', F' formii-
liinii gerektirir, ancak ve ancak, I' U { F'} kiimesindeki biitiin formiillerin
dogruluk tablosunun her satirinda,

1) ya I' kiimesindeki bir formiil yanlgtir,
2) ya da F formiilii dogrudur.

Teorem g.

Olumlu dilemma:

P=Q, R= S ve PV R gerektirir QV S.

Kanat. Gerektirme, 5.1 numarali Sekildeki dogruluk tablosundan gorii-
nebilir. Ashinda, sadece 4., 12., 13., 15., ve 16. satirlarda, hem P = Q,
hem R = S, hem de PV R dogru, ve o satirlarda, @ V S de dogru. [

Aligtirma 8. PVQV R, P = Q, ve @ = R gerektirir R oldugunu
gosterin.

Bir 6nerme formiilii, bog kiime tarafindan gerektirilebilir. Bu durumda,
o formiile dogrusal gecerli formiil, veya mantiksal dogru formiil,
veya totoloji denir.* O zaman F' bir totoloji, ancak ve ancak, her d
dogruluk gondermesi i¢in, d(F) = 1. Mesela,

PV P, 1

formiilleri, totolojidirler. Agagidaki teoremden dolay1 yukaridaki teorem-
leri kullanarak yeni totolojiler elde edebiliriz.

Teorem 10.

*Ali Nesin [5], 6yle formiillere hepdogru adin verir.

21



P Q R S|P=Q R=S PVR|QVS
0 0 0 0] 1 1 0 0
1 00 0| o0 1 1 0
01 0 0] 1 1 0 1
1 1 0 O 1 1 1 1
00 1 0| 1 0 1 0
1 01 0| o 0 1 0
01 1 0| 1 0 1 1
1 1 1 0| 1 0 1 1
00 0 1| 1 1 0 1
1 0 0 1 0 1 1 1
01 0 1] 1 1 0 1
1 1 0 1| 1 1 1 1
00 1 1| 1 1 1 1
1 0 1 1 0 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
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Sekil 5.1: Teorem g i¢in dogruluk tablosu

1. F ve G formiilleri birbirine denktir, ancak ve ancak

formiilii bir totolojidir.

Fs @

2. F formili, G formilini gerektirir, ancak ve ancak

formiili bir totolojidir.

F=G

3. File G formiilleri, H formilintd gerektir, ancak ve ancak

formiili bir totolojidir.

FANG=H

4. F, G, ve H formiilleri, K formilini gerektir, ancak ve ancak

FANGANH =K

formiili bir totolojidir.
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Kanit. F denktir G, ancak ve ancak, her d dogruluk géndermesi igin,
d(F) = d(G), yani d(F < G) = 1. Diger boliimler, Algtirma 9. O
Sonraki teoremi gérmek yararl olabilir.

Teorem 11. I', A (Delta) kiimesinin her elemanini icersin.

A gerektirir F' ise, o zaman I' gerektirir F.
Kamit. Gerektirme tanimindan gelir. O

Bu teorem, sonraki teoremin 6zel durumudur.
Teorem 12. I', A kiimesindeki her formdiili gerektirsin.

A gerektirir F' ise, o zaman I' gerektirir F'.
Kanat. Gerektirme tanimindan gelir. O

17. sayfadaki Teorem 3 gibi bir teoremimiz var:

Teorem 13. F formiild, G formdilini gerektirsin; H, bir énerme de-
giskeni olsun; ve H', bir onerme formiilii olsun. Ejer F formiilinde H
degiskeninin gectigi her yere H' konulursa, F' formiili elde edilsin; ejer
G formiilinde H dejiskeninin gegtigi her yere H' konulursa, G' formiili
elde edilsin. O zaman

F' gerektirir G'.

Tekrar bu teoremi, ispatlamiyoruz. Bu teorem dolayisiyla

PV -QV R ile =P gerektirir -Q V R, [Ayirma (Teorem 8)]
Q gerektirir =—Q, [cifte degilleme (Teorem 2)]
—Q V R ile =—Q gerektirir R. [Ayirma)

O zaman 11 numarali Teoremlerden dolay1

PV -QV R, =P ve @ gerektirir -Q V R ve =—Q,
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ve 12 numarali teoremlerden dolay1
PVv-QV R, P ve @ gerektirir R.

Bu gerektirmeyi, dogruluk tablolar1 kullanmadan ispatladik. Kanitlamak
i¢in, sadece

Pv _‘Q \ Rv _'Pa _'Q 4 Rv Qa _'_'Qa R (51)

formiilleri yazdik. Bu formiiller listesi, bicimsel bir kanattur.
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6 Bicimsel kanit

Simdi T,

{=(SAT),(RAQ)V (TANQ),PV (SA-T),
-TV(QA(SVR),-RVT}

kiimesi olsun. O zaman
I’ gerektirit PAQARA-SAT; (6.1)

ama bunu dogruluk tablosu yontemiyle géstermek sikici olurdu. Bi¢imsel
kanit yontemi, bu durumda hem daha kisa, hem daha ilgingtir.

Bicimsel kanit, bir formiiller listesidir.

... Fy,
bigimsel bir kanit olsun. Bu bi¢imsel kanitin sonucu, F,, formilidiir.
1 < k < n varsayilsin. Eger {Fy,..., Fy_1} kiimesi, Fy, formiilinii gerek-
tirmezse, o zaman Fy, bigimsel kamitin hipotezlerinden biridir. (Eger

k =1 ise, o zaman {F},..., Fi_1} kiimesi bogtur.) Bu tamima gore, bi-
¢imsel kanitin sonucu, bir hipotez de olabilir.

Tekrar (5.1) listesine bakalim. Bu bigimsel kanitin hipotezleri, PV —Q V
R, =P, ve @ formiilleridir. =@ V R, hipotez degildir, ¢linkii onu, 6nceki

formiiller gerektirir; aym nedenle, R de hipotez degildir.

Teorem 14. I', bir énerme formdilleri kiimesi olsun. Eger Fi,...,F,
bicimsel kanitin hipotezleri I' kiimesinden geliyorsa, o zaman

T gerektirir F,.
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Kamit. Cilinki

I" gerektirir F,
I'U {F} gerektirir Fy,
T'u {Fl, F2} gerektirir Fg,

12 numarali teorem dolayisiyla I' gerektirir Fi,. U

Bu teoremde, bigimsel kanit, I kiimesinden F,, formiiliinii kanitlar; ve
bi¢imsel kanit, F),, formiiliiniin I" kiimesinden bi¢imsel bir kanitidir.

Sonlu bir T kiimesi igin, teoremin tersi de kolaydir. T' = {F},..., F,_1}
ise, ve I' gerektirir F), ise, o zaman F7y,..., F, listesi, F, formiiliniin I"
kiimesinden bir bigimsel kamtidir. Ama I' kiimesinin F,, formiiliinii ge-
rektirdigini birine gdstermek istersek, sadece F1, ..., F), listesini yazmak
yeterli olmayabilir; daha fazla formiiller yazmamiz gerekebilir.

Ornegin, 8 numarali Alistirmay1 yaptiysak, asagidaki listenin, R formii-
linin PV QV R, P = @, Q = R hipotezlerinden bir bigimsel kanit1
oldugunu biliyoruz:

PVQVR, P=qQ, Q= R, R.

Ancak, o aligtirmay1 yapmadiysak, daha fazla adim gerekir, 6.1 numaral
Sekildeki gibi. Adimlarin nedenlerini ekleyebiliriz, 6.2 numarah Sekildeki
gibi.

Aligtirma 10. Yukaridaki (6.1) gerektirmesinin, 6.3 numarali Sekilde

bi¢imsel kamt1 vardir. Her satirin nedenini verin.

Algtirma 11. Asagidaki totolojiler ve gerektirmeler igin bigimsel kanit-
lar yazin.

1. P = P = P bir totolojidir.
2. P = @ = P bir totolojidir.
3. PV (P = Q) bir totolojidir.
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P=qQ
-PVvQ
-PVQVR
Q=R
“QVR
(-PVQVR)A(—QVR)
(=PVQ)A-Q)) VR
(-PA-Q)VR
-(PVQ)VR
PVQVR
(=(PVQ)VR)AN(PVQVR)
(-(PVQ)VPVQ)AR
1ANR
R

Sekil 6.1: Bigimsel bir kanit

(P = Q) V —Q bir totolojidir.

P = Q A R gerektirir P = Q.

P A =P gerektirir Q.

P A (QV R) gerektirir P < (-Q V P).
P = Q ile P = Q) gerektirir - P.

Sl B A

9. P = Rile Q = R gerektirir PV @ = R.
10. P = Rile Q = S gerektirir PVQ = RV S.
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1. P=Q hipotez
2. -PVQ 1. satirdan
P=Q~-PVQile
3. -PVQVR 2. satirdan eklemeyle
4 Q=R hipotez
5. -“QVR 4. satirdan
P=Q~-PVQile
(-PVQVR)AN(-QV R) 3. ve 5. satirdan baglamayla
7. ("PVQ)AN-Q)) VR 6. satirdan dagilmayla
8. (-PA-Q)VR 7. satirdan
“PA(PVQ)~-PAQ ile
9. ~(PVQ)VR 8. satirdan De Morgan kuraliyla
10. PVQVR hipotez
11. ("(PVQ)VR)A(PVQVR) g.ve1o.satirdan baglamayla
12. (=(PVQ)VPVQ)AR 11. satirdan dagilmayla
13. INR 12. satirdan fazlalikla
14. R 13. satirdan fazlalikla
Sekil 6.2: Aciklamali bir kanit
28 6 Bigimsel kanit




(RAQ)V(TAQ)
(RVT)ANQ
Q
RVT
-“RVT
(RVT)AN(-RVT)
(RA-R)VT
1vT
T
=(SAT)
=SV T
—=T
-S=SAT
PV (SA-T)
=SV =T
=(SA-T)
P
TV (QA(SVR))
QAN(SVR)
SVR
R
RA-SAT
QARAN-SAT
PAQARAN-SAT

Sekil 6.3: Bigimsel bir kanit
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7 Oklid’in 6nermeleri

Oklid’in 6nermelerinin gosterileri, daha bicimsel olarak yazlabilir. Or-
negin, onun L5 numarali énermesine bakalim. Likyali Proklus’a gore [6,
sayfa 159], Oklid’in her 6nermesinin 6 tane parcasi var: (1) ilan, (2) agik-
lama, (3) belirtme, (4) hazirlama, (5) gosteri, ve (6) bitirme. Agiklamada
hipotezler bulunur; belirtmede sonuclar bulunur. Cogunlukla bir 6ner-
menin bir sonucu vardir; ama I.5 numarali 6nermenin iki sonucu vardir.
Hazirlama ve gosteri, sonuglarin hipotezlerinden bigimsel kanit olarak ya-
zilabilir. Gosterinin hipotezleri, hazirlamadan da gelebilir.

ilan: Bir ikizkenar iiggenin tabanindaki acilar birbirine egittir,
ve, egit dogrular uzatildiginda,
tabanin altinda kalan agilar birbirine esit olacaklardir.

Aciklama: ABT iiggeninde AB = AT
AB, A noktasina uzatilmis.
AT, E noktasina uzatilmig.

Belirtme:
1. ZABT' = ZAT'B ve
2. /I'BA = /BTE.
Hazirlama:

1. Z noktasi, BA dogrusundadir.

2. H noktasi, I'E dogrusundadir, ve AH = AZ. [L.3]
Gosteri:

1. AZ=AH [hazirlamadaki 2. satirdan)]

2. AB=AT [hipotez|

3. ZI'=HB [1. ve 2. satirdan 1.4 ile]
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4. AAZT = AAHB [1. ve 2. satirdan 1.4 ile]
5. ZATZ = ZABH [1. ve 2. satirdan 1.4 ile]
6. LZAZI' = ZAHB [1. ve 2. satirdan L.4 ile]
7. BZ=TH [1. ve 2. satirdan genel kavram 3 ile]
8. ABZI' = ATHB [3., 6., ve 7. satirdan 1.4 ile]
9. LZBT' = ZHI'B [3., 6., ve 7. satirdan 1.4 ile]
10. /BI'Z = /I'BH [3., 6., ve 7. satirdan 1.4 ile]
11. ZABT' = ZA'B [5. ve 10. satirdan genel kavram 3 ile]

Bitirme: Bir ikizkenar licgenin tabanindaki acilar birbirine egittir,
ve, egit dogrular uzatildiginda,
tabanin altinda kalan agilar birbirine esit olacaklar.
Gosterilmesi gereken tam buydu.

A

Z H
A E

Burada, belirtmedeki 1. sonug, gbsterinin 11. satiridir, ve 2. sonug, gos-
terinin g. satindir; ZZBI' = ZI'BA ve ZHI'B = /BI'E esitliklerini tani-
mamiz gerekir. Oklid, gosterinin 4. ve 8. satirim1 verir, ama kullanmaz.

Alstirma 12. Bicimsel olarak Oklid’in her 6nermesini yazin.
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8 Tikizhik

Onceden dedigimiz gibi, her sonlu T' énermeler kiimesi icin, eger T', bir
F formiiliinii gerektiriyorsa, o zaman F formiiliiniin I kiimesinden bir
big¢imsel kanit1 vardir. Sonluluk kogulu kaldirilabilir: bu gergege tikizlik
denir.

d, bir dogruluk géndermesiyse, ve A, bir formiiller kiimesiyse, ve A kii-
mesindeki her G igin, d(G) = 1 ise, o zaman d géndermesine A kiimesinin
bir modeli denir.

Teorem 15. I' gerektirir F' ancak ve ancak T'U {=F} kimesinin modeli
yok.

Kamit. Ahgtirma 13. O

Teorem 16 (Tikizlik). T, F formilini gerektirirse, o zaman F formii-
lindin T' kiimesinden bir bicimsel kanitr vardar.

Kanit. Karsit tersini ispatlayacagiz. F' formiiliiniin I' kiimesinden hi¢ bi-
¢imsel kanit1 olmadigim varsayalim. T' U {=F} kiimesinin bir modelini
bulacagiz.

I’ kiimesinin her sonlu {Gy,...,G,} altkiimesi i¢in, o altkiime, F for-
miiliinii gerektirmez. (Bildigimiz gibi {Gy,...,G,}, F formiiliini gerek-
tirirse, o zaman Gy, ..., G,, F' listesi, F' formiiliin I" kiimesinden bigimsel
bir kamitidir.) Dolayisiyla {G1, ..., G,, ~F} kiimesinin modeli vardur.

Tiim 6nerme degiskenlerinin, {Py, P, P3,...} kiimesini olugturdugunu
varsayabiliriz. Her n i¢in, I'j,, I" kiimesinde olan ve degigkenleri sadece
{Py,..., P,} kilmesinden olan formiiller kiimesi olsun. T, sonsuz olabilir;
ama I',, kiimesindeki formiillerin dogruluk tablolarinin kiimesi, sonludur.
Onun i¢in T';, U {—~F} kiimesinin modeli vardir. M,,, o kiimenin tiim mo-
dellerinin kiimesi olsun. n < p ise, o zaman M,,, M,, kiimesini kapsar. Bir

32



d* dogruluk géndermesi i¢in, her n i¢in, d* géndermesinin M, kiimesinin
bir elemani oldugunu gosterecegiz.

Eger bir n icin, M,, kiimesindeki her d i¢in, d(P;) = 0 ise, o zaman
d*(P;) = 0 olsun. Oteki durumda, her n icin, M,, kiimesindeki bir d icin,
d(Py) = 1 olur; bu durumda, d*(P;) = 1 olsun. Her durumda, her n igin,
M, kiimesinin d(P;) = d*(P;) oldugu d elemam vardir.

Eger bir n i¢in, M,, kiimesindeki d(P;) = d*(P;) esitligini saglayan her
d igin, d(Py) = 0 ise, o zaman d*(P,) = 0 olsun. Oteki durumda, her
n igin, M,, kiimesindeki bir d i¢in, d(Py) = d*(P1) ve d(P2) = 1 olur;
bu durumda, d*(P,) = 1 olsun. Her durumda, her n igin, M,, kiimesinin
d(Py) = d*(Py) ve d(Py) = d*(P,) esitligini saglayan d elemam vardir.

Aym gekilde devam ediyoruz. Bir k igin, d*(Py), ..., d*(Py) degerlerini
sectigimizi varsayalim, ve her n icin, M,, kiimesinin

d(Py) = d*(Py), d(P) = d*(Py)

egitliklerini saglayan d elemaninin oldugunu varsayalim. Eger bir n igin,
M, kiimesindeki d(Py) = d*(Py), ..., d(P) = d*(Px) esitliklerini sag-
layan her d igin, d(Py11) = 0 ise, o zaman d*(Pyy1) = 0 olsun. Oteki
durumda, her n i¢in, M, kiimesindeki bir d igin, d(P;) = d*(Py), ...,
d(Py+1) = 1 olur; bu durumda, d*(Py41) = 1 olsun. Her durumda, her n
i¢in, M,, kiimesinin d(Py) = d*(P1), ..., d(Pgt1) = d*(Pr+1) esitliklerini
saglayan d elemani vardir.

Simdi her n igin d*, T',, U {—F'} kiimesinin bir modelidir; o zaman d*, I'U
{—=F} kiimesinin modelidir. Bu gekilde T, F formiiliinii gerektirmez. O
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9 Bicimsel dizgeler

Tanima gore, bicimsel bir kanitta, her satir,

1) ya bir totoloji,
2) ya 6nceki satirlar tarafindan gerektirilen bir formiil,
3) ya da bir hipotezdir.

Bir formiil, totoloji ise, bunu dogruluk tablosuyla gosterebiliriz. Bir for-
miil, bagka formiiller tarafindan gerektiriliyorsa, bunu da dogruluk tablo-
lariyla gosterebiliriz. Ancak, dogruluk tablolarimi kullanmadan, bigimsel
bir kanitin hipotezlerini ve hipotez olmayan satirlarini ayirt edebilmek
isteriz. Bunu yapmak icin bigimsel bir yonteme, bi¢imsel dizge denir. Ke-
sinlik i¢in, bigimsel dizge,

1) baz bilinen totolojilerden ve
2) bazi bilinen gerektirmelerden

olugur. Bu bilinen totolojilere dizgenin aksiyomu denir; bu bilinen ge-
rektirmelere dizgenin ¢ikarim kurali denir.

D, bicimsel bir dizge; I, bir formiiller kiimesi; ve K, bicimsel bir kanit
olsun. Eger K kanitin her satiri,

1) ya D dizgesinin bir aksiyomu,

2) ya D dizgesinin bir ¢ikarim kuralina gore onceki satirlar tarafindan
gerektirilen bir formiil,

3) ya da T kiimesinin bir elemamn ise,

o zaman I', K kanitin sonucunu gerektirir, ve ayrica, bu gerektirme, D

dizgesinin (bigimsel) bir teoremdir. Her gerektirme, D dizgesinin bir
teoremi ise, bu dizgeye tam denir.
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9.1 Bicimsel D; dizgesi

Simdi D; adli bigimsel dizgesini tamimlayacagiz. Aksiyomlari, iki sekilde:
e 1 formiili,
e her —F V F formiilii.
Cikarim kurallar, ti¢ gekilde:
Ekleme: Tim F' ve G formiilleri i¢in, F' formiiliinden G V F ¢ikar.
Baglama: F' ile G formiillerinden F' A G ¢ikar.

Yerine Koyma: F' ~ G, 2 numarali Teoremden bir denklik olsun. Bu
denklikten, 3 numaral Teoreme gore, F’ ~ G’ denkligi saglansin.
Eger bir K formiiliin F alt formiilii var, ve bu alt formiiliin yerine
G’ koyarak K* formiilii, (4 numarali Teoremdeki gibi) elde edili-
yorsa, o zaman K formiiniinden K* ¢ikar.

D1 dizgesinin tam oldugunu gosterecegiz. Bunu yapmak icin, ilk olarak,
her formiiliin tikel-evetlemeli normal bigimi oldugunu gozlemleyecegiz.

Tikel-evetlemeli normal bigim, en iyi érneklerden anlanlagilir. PVQ = R
ve (P = R)A(Q = R) formiillerinin dogruluk tablolari, birbiriyle aymdir,
ve bu ortak tablo, yukaridaki 4.1 numarali Sekildedir. Dolayisiyla bu for-
miillerin tikel-evetlemeli normal bigimleri birbiriyle aynidir ve asagidaki
gibi yazilir:

(-PA=QA-R)V (~PA=-QAR)V (PA-QAR)
V(=PAQAR)V(PAQAR).
Bu 6nermeyi anlamak i¢in, 9.1 numarali Sekle bakin.

Genellikle, F', bir 6nerme formiilii olsun, ve onun 6nerme degiskenleri, Py,
..., P, olsun. d, bir dogruluk géndermesi olsun. O zaman

(d(P1), ..., d(Pn))

listesi i¢in, 2™ tane segenek var. Bir m igin, m ve sadece m tane segenek
i¢in, d(F') = 1. O segenekler,
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P 01010101
Q 00110011
R 0000T1T1T11

PVvQ=R [1 000 1 1 1 1

-PA-QA-R|1 0 0 0 0 0 0 0

-PA-QAR |0 0 0 01 00 0

PA-QAR [0 0 00 O 1 0 0

~-PAQAR |0 0 0 0 0 0 1 0
PAQAR [0 0 0 0 0 0 0 1

Sekil g.1: PV Q = R formiiliiniin tikel-evetlemeli normal bi¢imi igin
dogruluk tablolar:

olsun. (Ornegin, P; V P, = Ps icin, secenekler, (0,0,0), (0,0,1), (1,0,1),
(0,1,1), (1,1,1) listeleridir.) 1 < j < n ve 1 < i < m varsayalim.

5 =0ise P}, =P; formiili olsun;

) e;:- =1 ise Pj7 , P; formiilii olsun.

® c

Ondan sonra F?,
PI{N---NP}

tiimel-evetlemesi olsun. O zaman
Flv...vF™

tikel-evetlemesi, F' formiiliiniin tikel-evetlemeli normal bi¢imidir.
Yani, F' formiiliiniin tikel-evetlemeli normal bigimi,

(PLA---APHV .oV (P™A---ANP™)
formiiliidiir. Bu formiiliin F' formiiliine denk oldugu goriinebilir.

Burada m = 0 olabilir. Bu durumda, F' formiiliiniin tikel-evetlemeli nor-
mal bi¢imi, 0 formiiliidiir.

Bir de n = 0 olabilir. Bu durumda, ya F' denktir 0 ya da F' denktir 1.
Sirasiyla F' formiiliiniin tikel-evetlemeli normal bi¢imi, ya 0 ya da 1’dir.

Simdi agagidaki aligtirma kolaylikla ¢6ziilebilir.
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Aligtirma 14. Rastgele bir dogruluk tablosu i¢in, dogruluk tablosu o
olan bir formiilii yazin.

Teorem 17. Bir {Fi,..., F,} formiiller kimesi, bir G formilini gerek-
tirir, ancak ve ancak GV (Fy A --- F,), G formiiliine denktir.

Kamit. Ahgtirma 15. O

Teorem 18. Bicimsel D1 dizgesi tamdar.

Kamit. Tk olarak F, bir totoloji olsun. Sadece Yerine Koyma kural kul-
lanarak, F' formiiliinii, tikel-evetlemeli normal F’ bigimine getirebiliriz.
Tim adimlar, tersine cevrilebilir; bu sekilde, F’ formiiliintin F formii-
liinii gerektirdigi, D; dizgesinin bir teoremidir. Ayrica, F’ formiiliiniin
totoloji oldugu, D; dizgesinin bir teoremidir. O zaman F formiiliiniin
totoloji oldugu, Dy dizgesinin bir teoremidir.

Simdi I kiimesi, F' formiiliinii gerektirsin. 16 numarali Tikizlik Teoremine
gore, I" kiimesinin bir {Gy, ..., G, } altkiimesi de F' formiiliinii gerektirir.
Baglama ve Ekleme kurallar sayesinde, bu kiimenin F V (G1 A +-+ A
G,,) formiiliinii gerektirdigi, D; dizgesinin bir teoremdir. Onceki teoreme
gore, F ve F'V (Gy A -+ A Gy,) formiilleri, birbirine denktir; dolayisiyla,
bu formiillerin aym tikel-evetlemeli normal F’ bigimi vardir. F'V (Gy A
-+ A Gy) formiliniin F’ formiliinii gerektirdigi, ve F’ formiiliiniin F
formiiliinii gerektirdigi, D; dizgesinin teoremidir. O zaman I" kiimesinin
F formiiliinii gerektirdigi, Dy dizgesinin teoremidir. O

9.2 Bicimsel D, dizgesi

Bu agamada yeni simgeler yararlh olacak. Eger I', F' formiiliinii gerekti-
rirse,
FeF

ifadesini yazacagiz. Bu |= simgesine turnike denir. Tikizlik Teoremine
gore, T' = F ise, o zaman I kiimesinin sonlu bir T'y altkiimesi i¢in I’y = F'
olur. Eger bir " = F' gerektirmesi, bigimsel D dizgesinin bir teoremiyse,

I'kp F
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ifadesini yazacagiz. Bu F simgesi de, bir turnikedir. Istersek, = simgesine
yorumsal turnike diyebiliriz; - simgesine dizimsel turnike diyebiliriz.
Ancak adlar 6nemli degil. 14 numarali Teoreme goére

her I"ve F igin, '+p Fise I' = F.
Ayrica D dizgesi tamdir ancak ve ancak
her I" ve F igin, ' = Fise ' Fp F.

Tam bicimsel bir dizge, D; dizgesinden daha basit olabilir. Ilk olarak, bir
formiiliin tikel-evetlemeli normal bi¢imi, sadece V, A, =, 0, ve 1 baglayi-
cilarimi kullanir. Ayrica

0~ -1, 1~=P VP, FAG ~~—(=FA-G).

Oyleyse her formiil, sadece V ile = baglayicilarmin kullanildig bir formiile
denktir. Dy adli bicimsel dizge,* sadece bu baglayicilar: kullanacak. I' Fp,
F yerine,

'k F

yazalim. Dy dizgesinin her aksiyomu, =F V F' bi¢cimindedir:
Fo —FV F.

D, dizgesinin ¢ikarim kurallari, agsagidaki sekillerdedir.

Ekleme: Tim F' ve G formiilleri i¢in, F' formiiliinden GV F' ¢gikar:
Fty GVF.

Daralma: F'V F formiiliinden F' ¢ikar:
FVFsF.

Birlesme: F'V (G V H) formiilinden (F'V G) V H gikar:

FVv(GVH)F (FVG)VH.

*Bu dizgeyi Shoenfield’den [7] aldim, ama ilk kaynagi, Russell ile Whitehead’dir [10].
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Kesme: F'V G ve =F V H formiillerinden G V H c¢ikar:
FVG, - FVHF, GV H.
Teorem 19 (Degisme). I'Fo FV G ise 'y GV F.

Kanit. Eger I' 3 F'VG ise, o zaman 9 —F'V F sayesinde Kesme kuraliyla
'k, GV F. O

Fv GV H demek F'V (G V H) oldugunu hatirlayn, onun igin

FyV---VF,demek Fi; V (Fo V- (F1 VE,)- ).

Teorem 20 (Genellegtirilmis Ekleme, Daralma, ve Degisme). Bir n sa-
yse igin, Fy, ..., Fy,, formiller olsun. Bir m igin, her i icin, 1 <i<m
ise 1 < k; < n saglayan k; sayst segilsin. O zaman

Thy F V-V Fy iseT by FLV -V F,.

Kanit. m =1 durumu. 1 <k < m ve ' b5 Fj varsayiyoruz. O zaman

ko (Fip1 V-V Ey) V Fy, [Ekleme]
Dho FyVFria VeV Ey, [Degigme|
ke Fyy VEFyV Frp1 V-V Fy, [Eklerne]
ko AV - VE,V Fry1 V-V Fy, [Ekleme]

yaniI‘l—gFl\/~--\/Fn.

m=2durumu. 1 <i<n,1<j<nve
'y F; V Fy

varsayiyoruz. Eger ¢ = j ise, o zaman Daralmayla I' 5 F;, ve m = 1
durumundan I ko Fy V --- V F,,. Eger j < i ise, o zaman Degismeyle
I' -2 F; V F;. Dolayisiyla ¢ < j varsayabiliriz. O zaman n > 2. n = 2
ise, ispatlanacak higbir sey yoktur. k¥ > 2 olsun, ve n = k durumunda
(ve m = 2 durumunda) teoremin ispatlandigim varsayahm. n = k + 1
durumunda ispatlayacagiz.
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e Fger 1 =1 ve j = 2 ise, 0 zaman

Pk (F3V -V Fry1)V FyLV By, [Ekleme]

Thy ((F5V -V Fry1) V)V sy, [Birlegme]
ke FoV(E3V -V Fry1) V Fy, [Degigme|
Phy (FoV 3V -V Fryp)V Fy, [Birlegme]
Lo V-V iy [Degigme]

o Eger i =1 ve j > 2 ise, 0 zaman

Lo AV E3V -V Faq, [n = k durumuy|
ko (F5V -V Fryr) V Fy, [Degisme]

Ty Fo V(EF3V -V Fryq) V Fy, [Ekleme]

Thy ((F5V -V Fry1) V)V sy, [Degisme]

Dhy (F5V -V EFpp1)VELV Fy, [Birlegme]

'k Fy V-V Fig. [Degisme]

e Eger i > 1 ise, o zaman

Dby Fo V-V Fryg, [n = k durumu]
F'_Q F1V"'\/Fk+1. [Ekleme]

m > 2 durumu. ¢ > 2 olsun, ve m = ¢ durumunda teoremin ispatlan-
digin varsayalim. m = £ 4+ 1 durumunda ispatlayacagiz. O zaman

Ty Fyy VeV Fy,,
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varsaylyoruz. Bu durumda,

Lo (Fry V EFry) VoV Frypy s [Birlegme]
'y (F, \/FkQ)\/Fl\/n-\/Fm [m = ¢ durumu]
Ty (FL V-V Fy)V Fy, V F,, [Degisme]
Py (Fy V-V Fy)V Fiy) V Fi,, [Birlegme|
by ((Fy V- VF)VF )V V-V E,, [m = 2 durumu]
Pk (FyV---VFE)V (FLV---VE,)V Fy,, [Degisme]
(
(

Pk ((Fy V- VF,)VF V-V E,)V Fy,, [Birlegme]

Pk (FAV---VE)VFV---VFE,)
V(FLV---VF,)VFiV---VF,  [m=2durumu]

Py (FyV - VF,)VF V-V E,, [Daralmal

'y FAV---VE,. [Daralmal O

P, herhangi bir 6nerme degigkeni olsun. P ve =P formiillerine harfi de-
nir.

Teorem 21. n, bir sayr olsun, ve her k i¢in, 1 < k < n ise, Fy bir harfi
olsun. Eger

|: FVv---VE,
ise, 0o zaman 1 <1 < n ile 1l < j < n kosullariniy saglayan bir i ve j i¢in
F; formili, —~F; formilidir.
Kanat. Ahgtirma 16. O

Teorem 22. Hern sayisi i¢in, n > 2 ise, ve = FyV---V F, ise, 0o zaman

Fo F4 V-~V Fy,.

Kanit. n > 2ve = Fy V.-V F, varsayiyoruz. En basit durumda, her Fj,
bir harfidir. Bu durumda 21 numarali Teoreme gore, bir ¢ ve j igin, Fj,
—F}; formiiliidiir. O zaman

Fo iV F}, [aksiyom]
Fo V-V F,. [Teorem 20|
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Simdi, bir £ igin, F}, formiilii harfi olmasin.
. Her bir durumda, daha basit

k = 1 varsayabiliriz. U¢ tane durum var
durumlarin ispatlandigini varsayabiliriz.

Fy, bir -G formiiliiyse, = GV Fy V

Fo GV V.-V Fy,,
Fo By V-G,

Fo =GV Fy,

Fo (Fo V-V E,)V Fy,
Fo Fi1 V-V EF,.

20 numarali Teorem sayesinde,

-+ V F,,, dolayisiyla

[daha basit durum]
[aksiyom]
[Degigme]

[Kesme]

[Degisme]

Fy, bir =(G Vv H) formiiliiyse, = -GV F>V---VF, ve E-HVFV

-+ V F,,, dolayisiyla

Fo ~GV Fy V-V Fy,,

F, Iy VGV H,

Fo GV HV F,

Fo (HV FY)VEFy V-V F,,
Fo (FoV---VF,)VHVFy,
Fo HV (Fy V-V F,)V Fy,
o ~HV Fy V.-V EFp,

[daha basit durum]
[aksiyom]

[Teorem 20|
[Kesme]

[Degigme]

[Teorem 20|

[daha basit durum|

Fo (FoV---VF,)VEF)VEV---VF,  [Kesme]
|_2 (F‘g\/\/F‘n)\/(F‘Q\/\/F‘n)\/F‘l7 [Deg1§me]

Fo IRV -V Fy,.

[Teorem 20|

Fy, bir GV H formiiliidiiyse, E GV HV F, V ---V F,, dolayisiyla

o GVHN Fy V-V E,
bo Fy VooV E, V F,
by LV -V .

Teorem 23 (Totoloji). | F ise by F.
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[daha basit durum]
[Teorem 20|

[Teorem 20| O
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Kamit. |= F ise, o zaman
EFVFE,

dolayisiyla

by FV F,
o F.

[Teorem 22|

[Daralmal

Teorem 24 (Ayirma). T'by F ileT ko -FV G ise T 5 G.

Kanit. T'o File I' 9 =F V G varsayalim. O zaman

ks GV E,
Ty FVG,
Ty GVG,
Ty G.

[Ekleme]
[Degisme]
[Kesme]

[Daralmal

Teorem 25 (D2 dizgesinin tamhgi). I' = F ise ' o F.

Kamt. T' | F varsayahm. Tikizlik Teoremi sayesinde I' kiimesinin bir
{G1...,G,} alt kiimesi i¢in {G;...,G,} E F. O zaman

-G V---V-G, VF,

dolayisiyla

Fo =Gy V-V -G, VF,
Thy=Gi V-V =Gy VF,
'k Gy,

't -GyV---V-G, VF,

9.2 Bigimsel Dy dizgesi
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