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1. Kumeler kurami
olarak matematik

Matematigi yaparak zaten kiimelerin ne oldugunu biliyoruz.
Ornegin

e gercel sayilar bir R,

e kesirli sayilar bir Q,

e tamsayilar bir Z,

e sayma sayilar bir N
kiimesini olugturur.

Simdi R’den R’ye giden bir f gondermesi verilsin. Ornegin

f(z) =sinz + 2% — 2
olsun. O zaman f’nin kendisi,
{(z,y) eR xR: y =sinz +2* — 2}
kiimesidir. Burada tanima gore

(a’ b) - {{a}7{av b}}7
AxB={(x,y):x €A & ye B}.

Teorem 1. Tim a, b, ¢, ve d i¢in

(a,b) = (c,d) <= a=c & b=d.



Kanit. (=). (a,b) = (¢, d) olsun. O zaman

{{a}. {a.0}} = {{c} {e.d} ).

O halde
{a} € {{c}.{c.d}},

Iki durum vardir.
1. {a} ={c} ise a =c.

2. {a} ={c,d} ise ¢ € {a}, dolayisiyla tekrar a = c.

Simdi
{av b} = {Ca d}
olmalidir, dolayisiyla a = ¢ oldugundan b = d.
(<). Agiktir. O

Her A kiimesinin altkiimeleri, A'nin
Z(A)

kuvvet kiimesini olusturur. Ornegin

{a} € {a, b}, {a,0} € {a,b}
oldugundan
{a} € Z({a,b}), {a,0} € Z({a,b}),
dolayisiyla
{{a}, {a,b}} € Z({a,b}),
yani

(a,b) € Z(Z({a,b})).
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Teorem 2. A ve B kiime ise
AxBC Z(Z(AUB)).
Alistirma |. Teoremi kanitlayin.
Simdi R’den & (R)’ye giden,
gla)={z € Q: z <a} (1.1)

tanimini saglayan bir g géndermesi vardir. Q R’de yogun ol-
dugundan g birebirdir. Ayrica her g(a) kiimesi, R'nin

@ C ACR, (1.2)
beA & c<b = ceA (1.3)

kogullari saglayan bir A altkiimesidir.
Tam tersine A, elemanlar1 gercel say1 olan, verilen (1.2) ve
(1.3) kogullarim saglayan bir kiime olsun. O zaman
e (1.2) sayesinde R \ A farkinin bir ¢ eleman vardir, ve
e (1.3) kosulunun

ceERNA & bVDEA = b<c

karsit tersine gore ¢ A'min bir iistsiniridir.
O zaman
e A bos olmadigindan,
e R dogrusal siralanmig bir kiime olarak tam oldugundan
A’nin en kiigiik tistsinir: vardir. Simdi ayrica

supA ¢ A (1.4)

olsun. O zaman

g(sup A) = A.

Genel bir teorem vardir.



Teorem 3. (A, <), ugsuz yogun dogrusal siralanmas bir kiime
olsun, ve A’nin

X # o, X # A,
VeVy(ye X hNex<y=uze€X),
Vedy(z e X =ax<yAyeX)

ctimlelerini saglayan X altkimeleri A* kiimesini olustursun. O
zaman
(a) (A%, C) yaprsi da ugsuz yogun dogrusal siralanmas bir ki-
medir,
(b) oraya (A, <)
r—{ye A y<ax}
gondermesi altinda gomailir,
(¢) (A*,C) tamdur,
(d) Eger B, A*in bos olmayan, tstsiniry olan bir altkimesi
1Se, 0 zaman

sup B = U B.
Alistirma 1l. Teoremi kanitlayin.

Simdi R'nin (1.2), (1.3), ve (1.4) kogullarim saglayan A kii-
meleri . kiimesini olugtursun. O zaman tanimi (1.1) olan g
gondermesi, R’den .#’ye giden bir eglemedir. Ayrica R’yi kul-
lanilmadan . tanimlandigindan R, . olarak tanimlanabilir.
Kisaca her gercel sayi, elemanlar1 kesirli say1 olan bir kiime
olarak tanimlanabilir. Ozel olarak

RC 2(Q).

Ayrica tamima gore

@:{gz <x,y>er<z\{0}>},
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ve burada
a c

E:g <~ ad = be.

Bir a/b kesirli sayisinin iyitanimlanmasi i¢in Z x (Z ~ {0})
¢arpiminda
(x,y) B (z,w) <= 2w =yz

kurali tarafindan tanimlanmis B bagintisi, bir denklik bagintisi
olmalidir. Bu durumda

a

E = {(gp,y) €7 x (Z AN {0}) (a7 b) B (ZL‘,y)},

dolayisiyla Teorem 2 sayesinde
5 S22 ().
Qc 2(2(2(2))).
Benzer sekilde
a—b={(z,y) e NxNia+y=>b+zx}
olmak iizere
Z=A{x—y: (r,y) € NxN},
dolayisiyla

zc 2(Z(2N))),
Qc 2Pz (Z(Z(ZN)),
R C 2(2(2(2(2(2(Z(N))))))-

Kiime olarak N'nin elemanlar1 nasil anlagilabilir?



2. Dogal sayilar

2.1. Siniflar ve kiimeler

Her kiime bir sinaftir, ama her siif bir kiime degildir.
Tamima gore bir simif, tek serbest degiskenli bir formiil ta-
rafindan tamimlanir. Bir sinifin elemanlar: vardir, ve bunlar,
tanimlayan formiiliin saglayanlaridir.
Baz1 siniflar, kiimedir. Kiimelerin 6zellikleri bir tanim degil,
aksiyomlar tarafindan verilecektir. Simdilik, eger a bir kiime
ise, 0 zaman

Trea

ifadesi, serbest degiskeni x olan bir formiildiir, ve bu formiil,
sinif olarak a’y1 tanimlar.

Eger ¢ serbest degigkeni x olan bir formiil ise, o zaman ¢ 'nin
tanimladigr sinifi,

{z: ¢}

olarak yazilir. Eger bu siif i¢in A harfini yazarsak, o zaman
her b kiimesi i¢in ¢(b) ciimlesinin yerine b € A ifadesini yaza-
biliriz: kisaca

p(b) <= be A.

Her tarafina gore b, A'nin elemanidir.
Formiiller ve onlarin serbest degigkenleri, B Eki'nde tanimla-
nir. Siiflar biiyiik siyah harfler ile gosterecegiz; kiigiik harfler

10



her zaman kiime olacaktir. Biiyiik normal harfler de kiime ola-
bilir.

Bizim i¢in her siifin her elemani bir kiime olacaktir. Kiime
olmayan bir sinif, bir sinifin elemani olamaz. Bundan dolayi,
x € a veya x € B gibi bir formiilde, z degiskeninin yerine C
gibi biiyiik siyah bir harf konulamaz.

Elemanlar: ayni olan simiflar da aynidir, ama bu aynilik, egit-
lik olarak yazilir. (Oklid'de esitlik, aynilik degildir. Ornegin
ikizkenar bir iiggenin iki esit kenar1 vardir, ama bu kenarlar
birbiriyle ayni degildir.) Boylece

A=B < Vz(r€e A e B).

Ozel olarak
a={x:x€a}.

Teorem 4 (Russell Paradoksu). {z: z ¢ x} sinife bir kime
degildir.

Kanat. = ¢ x formiilii ¢ olarak yazilsin. Miimkiinse {z: p} = a
olsun. O zaman her b kiimesi i¢in

bea<s pb).
Ozel olarak a € a < ¢(a), yani
acasata;

ama bu bir celigkidir. Bu sekilde {z: x ¢ z} simfi, bir a kii-
mesine esit olamaz. ]

Tanima gore

V={z:zecxVaé¢uz}
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g={r:zecxNx¢uz}
AUB={z:z€ AV € B},
ANB={z:z€ ANz € B},
A~B={r:2e€ ANz ¢ B}.

O zaman

BUA=AUB, AU@=A, AUV=V,
BNA=ANB, Ano=2, ANV=A,

ve ayrica
AN =A, ANV =0
Her a kiimesi i¢in tanima gore
{a} ={z: v =a};

burada z = a ifadesi, Yy (y € * < y € a) formiili igin bir
kisaltmadir. Benzer gekilde

{a,b} ={z: x=aVx =0},
{a,b,c} ={z:x=aVr=bVa=c}

AKSIYOM 1 (Bos Kiime). @ sunafi bir kiimedir-.
Bos kiime 0 olarak da yazilir.

AKSIYOM 2 (Bitistirme). Tim a ve b kiimeleri igin
aU{b}

sinafr bir kiimedir.
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Sonug olarak her {a}, {a,b}, {a,b,c}, veya . . . smufi bir
kiimedir. Ozellikle

oh foqory {0 o) {0 {03},

siniflarinin her biri, bir kiimedir. Bu kiimeler, sirasiyla 1, 2,
3, ..., olarak yazlir.
Tanima gore her a kiimesi ic¢in

a=aU{a}

olsun. O zaman Bitigtirme Aksiyomu’na gore a’ sinifi, bir kii-
medir. Bu kiimeye a’nin ardili densin. Simdi

1=0, 2=1, 3=2,

0’1 igeren, her elemaninin ardilin1 da igeren bir sinifa tiime-
varimli densin. Oyleyse bir A smifi tiimevarimhdir ancak ve
ancak

1) 0 € A,

2) Vo (r € A= 2 € A).

O zaman V tumevarimhdir.

AKSIYOM 3 (Sonsuzluk). Tiumevariml bir kiime vardr.

2.2. Altsiniflar

Eger bir A smifinin her elemani bir B sinifinin bir eleman ise,
o zaman A B’nin bir altsinifidir ve

ACB
ifadesini yazariz. Bu ifade,

Ve (r € A=z € B)
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cimlesinin bir kisaltmasidir. O zaman
A=B&<ACBABCA. (2.1)

Ayrica
ACBANBCC=ACC,

dolayisiyla tanima gore
ACBCC < ACBABCC.

Sozciiklerde bir sinif
e clemanlarim igerir,
e altsimiflarim1 kapsar.
O zaman a’ a’y1 hem igerir hem de kapsar:

acd, aCad.

Eger bir sinifin bir altsiifi bir kiime ise, bu kiime simifin bir
altkiimesidir.

AKSIYOM 4 (Ayirma). Her kiimenin her altsinfi bir kime-
dir.

Bu sekilde her a kiimesi ve {z: ¢(z)} simfi i¢in
{z:zeanpx)}
sinifi bir kiimedir. Bu kiime
{zr €a:p(x)}

olarak yazilabilir.
Her simif V'nin bir altsinifi oldugundan Teorem 4 sayesinde
V bir kiime degildir.
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Tanima gore her A simifi i¢in

ﬂA:{x:Vy(yeA:xEy)},
UA:{x:EIy(yEA/\xEy)}.

Burada
e (1A A’'nin kesigimidir,
e [JA A’nm bilesimidir.

Ornegin
(a.b} =anb, | J{a. b} =aup,
e} =q, U{a} =a.
o=V, Ue=2
Ayrica

AcB=(\Bc()AanrlJAac|JB

aEBiﬂBQQQUB. (2.2)

Ayirma Aksiyomu'ndan A bog degilse (] A bir kiimedir.

Tanmima gore tiimevarimh kiimelerin olusturdugu simifin ke-
sigimi, dogal sayilari igerir, ve bu kesigimi i¢in w (omega)
harfini yazariz. Boylece

w:ﬂ{x: DexAVy (yex =y €a)}.
Sonsuzluk ve Ayirma aksiyomlar: sayesinde w bir kiimedir.

Teorem 5 (Timevarim). A, w nin oyle altkimesi olsun ki

1) 0 € A olsun ve
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2) her n dogal sayist i¢inn € A = n’ € A olsun.

O zaman A = w. Kisaca w’nin tek timevarimly altkimesi,
kendisidir.

Kanat. Varsayima gore A, w’'nin tiimevariml bir altkiimesidir.
Oyleyse (2.2) sayesinde

AC w, wCA,
dolayisiyla (2.1) sayesinde A = w. O

Teorem 6. Her dogal sayiman ya 0 ya da dogal bir sayinin
ardily oldugunu gosterin.

Alistirma |ll. Teoremi kanitlayin.
Teorem 7. Her dogal sayinin her elemans, dogal sayidar.
Alistirma IV. Teoremi kanitlayin.

Her kiime, kendinin altkiimesidir; kiimenin diger altkiime-
leri, kiimenin 6zaltkiimeleridir. Kisaca

aCb <= aCbAa#b.

O zaman C bagintisi yansimasiz ve gegislidir, yani

ad a,

aCbAbCec=aCec.

Kisaca C, bir siralamadir.

Teorem 8. Her dogal sayinin her elemam, sayimin bir 6zalt-
kiimesidir: Eger n € w ise, o zaman

ken=kCn.
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Kanat. Timevarim kullanacagiz.

1. 0’'nin eleman olmadigindan 0’ her elemani bir 6zaltkii-
medir.

2. Bir m dogal sayisi i¢in tiimevarim hipotezi olarak m’nin
her elemani bir 6zaltkiime olsun. Bu durumda m ¢ m oldu-
gundan m ¢ m, dolayisiyla

mCm'. (2.3)
Simdi £ € m’ olsun. O zaman
EkemVk=m.

a) Eger k € m ise hipotezden k C m.
b) Eger k = m ise k C m.
Her durumda (2.3) sayesinde

/

kCcm'.

Boylece tiimevarim tamamdir. O

Sonug. Ardillar, ayne olan dogal sayilar da aynidir: w’da
EF=n=k=n.
Alistirma V. Sonucu kanitlayin.

1) Teorem g,

2) Teorem 8’in sonucu, ve

3) 0'm ardil olmadigina
Peano Aksiyomlar: denir. Bunlardan dogal sayilarin mate-
matikte kullanilan tiim 6zellikleri kanitlanabilir. Dogal sayila-
rin kiimeler kuramindan gelen tanimini kullanarak ozellikleri
kanitlamak daha kolaydir.
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Teorem g. Eger n € w ise, o zaman her k dogal sayist i¢in
kCn=ken.

Kanat. Timevarim kullanacagiz.
1. Her k dogal sayis1 i¢in k£ ¢ 0, dolayisiyla

kEkCcO0=kel.

2. Bir m dogal sayisi i¢in tiimevarim hipotezi olarak her &
dogal sayis1 i¢in
EkCm&skem

olsun. Eger k C m/ ise, o zaman kK C m veya m € k. Son
durum imkansizdir ¢iinkii m € k ise, Teorem 8’den

mCkcm,
ki bu imkénsizdir. Sonug olarak k£ C m.
e Eger k = m ise, o zaman k € m’.
e Eger kK C m ise, o zaman k € m, dolayisiyla k € m’.

Tlimevarim tamamdir. O

Sonug olarak w’da € ve C, ayni bagmtidir. Ozel olarak w’da
€ bagintisi bir siralamadir.

Teorem 10. Tium k ve n dogal saylar: i¢in
kCnVnCk.
Kamit. 1. Her k icin 0 C £k, dolayisiyla

ECOVO0CEk.
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2. w’da bir m i¢in, her £ i¢in,
kCmvVmcCk
olsun, ama bir & i¢in & € m’ olsun. O zaman
k#m/, kg m,

dolayisiyla, hipotez sayesinde, m C k. Ayrica Teorem g’dan
m € k, dolayisiyla
m' C k. O

Sonug olarak w’da C veya € siralamasi, dogrusal bir sira-
lamadir.

Teorem 11. € siralamasina gore her dogal sayimin bos olma-
yan her altkiimesinin en kigiik elemant vardir, ve bu eleman,
altkiimenin kesisimaidir.

Kanat. 1. 0'in bog olmayan hig¢ altkiimesi olmadigindan id-
dia 0 i¢in agikar bir gekilde dogrudur.
2. Bir m i¢in iddia dogru olsun, ve

0cACm

olsun. Iki durum vardur.

a) Eger A = {m} ise, o zaman m, agikar bir sekilde A'nin
diger elemanlarinin elemanidir, ¢iinkii bagka eleman yok-
tur.

b) Diger durumda hipoteze gore (A ~ {m}) kesigimi, A \
{m} farkinin en kiiciik elemamidir. Ayrica

A~ {m} Cm,

dolayisiyla (A \ {m}) A'nin en kii¢iik elemamdir. O

2.2. Altsiniflar 19



Sonug. € siralamasina gore w ‘main bos olmayan her altkime-
sinin en kicuk elemant vardir, ve bu eleman, altkiimenin kesi-
stmadar.

Alistirma V1. Sonucu kanitlayin.

Kisaca w’da € veya C dogrusal siralamasi, iyisiralamadair.
Ayrica her dogal sayida da € bir iyisiralamadir.

Alistirma VII (Gugli Timevarim). A, w'nin dyle altkiimesi olsun
ki

e her n dogal sayisi icin
nCA=necA

olsun. (Kisaca A, kapsadigi her dogal sayiyi igersin.)

A'nin w oldugunu kanitlayin. jpucu: Once A'nin her dogal sayiy
kapsadigini kanitlayin.

2.3. Bagintilar ve Gondermeler

Bildigimiz gibi

e = yansimali, simetrik, ve gecisli bir bagintidir;

e C yansimali ve gecigli bir bagintidir;

e C yansimasiz ve gecisli bir bagintidir, dolayisiyla bir si-

ralamadir;

e w'da C dogrusal bir siralamadir ve € ile aynidir.
Genelde bir baginti, iki serbest degiskeni olan bir formiil ta-
rafindan tanmimlanir. Ornegin =, C, C, ve €, sirasiyla

Vz(z€x & zey),
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Vz(z€x=z€y),
Ve(z€x=zey ANIz(z¢xNz€Ey),
T ey

formiilleri tarafindan tanimlanir. Eger bir ¢ formiili bir R
bagmtisini tanimlarsa, o zaman ¢(a, b) ciimlesini

aRDb

olarak yazabiliriz.
Simdi R bir bagint1 ve D bir sinif olsun. Eger D’nin her a
elemani i¢in ve biitiin b ve ¢ kiimeleri i¢in

aRbANa Rc=b=c¢

ise, o zaman D’de R bir gondermeyi tanimlar. Bu gonder-
meye F' densin; o zaman F'’nin tanim sinifi D’dir. Eger

aeEDANaRD

ise, o zaman

F(a)=10

yazilabilir; ayrica F'nin yerine
z+— F(x)

yazilabilir. Ornegin V'de x + 2/ géndermesi vardir, ve bu
gondermeyi

Vz(zeyeozexVVu (weze we )

formiilii, kisaca Vz (z € y < 2z € x V z = x), tanimlar.
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AKSIYOM 5 (Yerlegtirme). Her F' gondermesi igin, F 'nin
tanwm simifinan her a altkiimesi i¢in

{y: Jz (F(z) =y ANz €a)}
sinafi bir kiimedir.

Aksiyomda verilen kiime
{F(x): z € a}, Fla]

ifadelerinin biri ile gosterilebilir.

2.4. Dogal Sayilarda Ozyineleme

Teorem 12 (Ozyineleme). Bir A kiimesi i¢in
1) be A,
2) f1 A=A
olsun. O zaman w’dan A’ya giden bir ve tek bir g géndermesi
cin
1) g(0) =b,
2) her k dogal saysi icin g(k+ 1) = f(g(k)).
Sekil 1°e bakin.

Kanat. Timevarimdan istedigimiz 6zellikleri olan bir gondermel]
varsa, tek bir ornek vardir.
Simdi elemanlar1 gonderme olan bir ¢ kiimesini tanimlaya-
cagiz. € 'nin her h elemani igin,
1) h’nin tamm kiimesi w’nin bir altkiimesidir, ve
2) herhangi ¢ dogal sayisi igin, A(¢) tanimlanirsa, o zaman
a) ya £ =0 ve h({) = b,
b) ya da bir k dogal sayist igin £ = k + 1, h(k) tanm-
lanir, ve
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N

r—r+1

{0} w w
p}———A———A4

Sekil 1.: Ozyineleme

Istedigimiz gibi ¢ géndermesi varsa ¢ nin elemanidir. Her k
dogal sayist i¢in, A'min bir ve tek bir d elemani i¢in, %’nin
bir h elemani igin h(k) = d gosterecegiz. Bu gekilde g(k) = d
tanimlanabilir.

Yukaridaki 6zelligi olan k& dogal sayilar1, £/ kiimesini olugtur-
sun. Tanim kiimesi {0} olan bir h gondermesi igin h(0) = b.
O zaman h € €. Ayrica % ’nin herhangi h elemani igin h(0)
tammlanirsa, o zaman h(0) = b olmalidir, ¢linkii hi¢ £ dogal
sayis1 icin k£ + 1 = 0 degildir. Bu sekilde 0 € E.

Simdi k£ € F olsun. O zaman A'nin bir ve tek bir d elemani
i¢in, ¢ 'nin bir h elemani igin A(k) = d.

1. Eger h(k+1) tanimlanirsa, o zaman % 'nin tanumina gore
h(k + 1) = f(d), ¢iinkii £+ 1 # 0, ve ayrica herhangi ¢
dogal sayisi igin eger £ + 1 =k + 1 ise, o zaman ¢ = k.

2. Eger h(k + 1) tanimlanmazsa, o zaman yeni bir h* gon-
dermesi ic¢in

b (2) h(x), eger h(x) tammlanirsa,
€T) =
f(d), egerz==Fk+1.

O zaman h* € € ve h*(k+ 1) = f(d).
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Bu sekilde, her durumda, % nin bir h elemamn i¢in h(k + 1) =
£(d).

Mimkiimse d* € A, d* # f(d) olsun, ama % nin bir h ele-
mani igin h(k + 1) = d* olsun. O zaman k + 1 # 0 oldugun-
dan bir ¢ dogal sayist igin ¢ + 1 = k + 1, h(¢) tamumlanir, ve
d* = f(h(f)). Ama bu durumda ¢ = k, dolayisiyla h(¢) = d ve
d* = f(d).

Sonug olarak k£ + 1 € E. Tiimevarim ile £ = w. O

Yukaridaki kanit, sadece w’nin agagidaki ozelliklerini kulla-
nir:

1. 0 € w.

2. kewisek+1 € w.

3. Tiimevarim yontemi gecerlidir.

4. Her k dogal sayist i¢in 0 # k + 1.

5. Tim k ve ¢ dogal sayillari igin k+1=/¢+1ise k = /.
Bu o6zelliklere Peano Aksiyomlar1 denir. Peano Aksiyom-
lar1, w’da iki-konumlu toplama igleminin tanimlandigini var-
saymaz; sadece tek-konumlu x — z + 1 islemi vardir. Ama
ozyineleme yontemiyle w’da toplama ve carpma iglemlerini ta-
nimlayabiliriz:

a+(b+1)=(a+b+1, a-1=a, a-(b+1)=ab+a.

Timevarim ve kalan Peano Aksiyomlar: ile toplamanin ve
carpmanin Ozelliklerini kanitlayabiliriz; ayrica w’nin siralama-
sin1 tanimlayip o6zelliklerini kanitlayabiliriz. Ondan sonra Bo-
liim 1’deki gibi N, Z, Q ve R yapilarimi elde edebiliriz.

Dogal sayilar, sonlu ordinallerdir. Sonsuz ordinaller de var-
dir. Ordinallerin aksiyomlarini kullanarak toplama ve ¢arpma
iglemlerini tamimlayayip oOzelliklerini kanitlayacagiz. Ondan
sonra kiime aksiyomlarimi kullanarak ordinalleri inga edece-
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giz. Bu sekilde bildigimiz tiim matematik, kiime aksiyomlar:
tarafindan gerektirilir.
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3. Ordinal Sayilar

3.1. Ordinaller

Eger bir smifin her elemani bir altkiime ise, o zaman sinif
gegisglidir. Eger A gecisli ise, o zaman

ceEbANbe A= cc A.

Ornegin
e Teorem 7’ye goére w gecislidir;
e Teorem 8’e gore w’nin her elemani da gegislidir.
Tanima gore
1) gegisli olan
2) € tarafindan iyisiralanmig olan
bir kiime bir ordinal sayidir.
e Teorem 11 sayesinde w’nin her elemani bir ordinaldir;
e teoremin sonucu sayesinde w bir ordinaldir.

Alistirma VIII. Bulun
(a) € bagintisinin gegisli oldugu, gecisli olmayan bir kiime;
(b) € bagintisinin gegisli olmadig, gegisli olan bir kiime.

Ordinaller
ON

sinifin1 olugtururlar. ON'nin elemanlar1 her zaman kii¢iik Yu-
nan harfleri tarafindan gosterilecektir. Ozel olarak «, [, 7, 9,
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ve 6, sabit ordinaldirler, ama &, n, ve (, ordinal degiskendirler.
Ornegin

{&: ()} ={z:x € ON A ()}

Teorem 13. ON gegislidir, dolayisiyla her ordinalin her ele-
mane bir ordinaldir.

Kanit. o € ON be b € a olsun. O zaman b C «, dolayisiyla «
gibi b, € tarafindan iyisiralanmigtir.

Simdi ¢ € b olsun. O zaman ¢ € «, dolayisiyla ¢ C . Ozel
olarak d € cise d € a. Bu durumda d, ¢, ve b, a’nin elemani-
dirlar; ayrica d € ¢ ve ¢ € b, dolayisiyla d € b ¢iinkii o’da €
gegiglidir. Sonug olarak ¢ C b. O halde b gecislidir. U

Lemma 1. ON, € tarafindan siralanmastr.

Kamit. o € ON olsun. o’da € bagintisi yansimasiz oldugun-
dan a ¢ «, ¢linkii @ € « ise a’min bir 8 elemani i¢in § € S.
Eger 8 € a ve v € 3 ise, a gecisli oldugundan v € a. O

Lemma 2. ONde € ve C swralamalary aynidar.

Kanat. Kanitin iki pargasi vardir.

1. ‘a eEfB=acC ﬁ:‘ a € [ olsun. 8 gegigli oldugundan
a C B. f’da € yansimasiz oldugundan o« # S. Bu sekilde
a C .

2. ‘a CB8=>ac ﬁ:‘& C [ olsun. O zaman (§ ~\ « kiimesi
bosg degildir. ¥ = min(f \ «) olsun. O zaman v € . Biz
kanitlayacagiz. Bu kamtin iki parcasi vardir.

a) 0 € ~ olsun. O zaman (3 gegisli oldugundan

d € 8. Ayrica ¢ ¢ N\ «, ¢linkii 6 € min(S \ «). O halde
0 € a. Boylece v C a.
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b) m 0 € a olsun. O zaman ¢ € (3, ¢iinkii o C f3,
dolayisiyla § ¢ S~ a. Ama ¢ € v, § =, veya 7y € 0; ve
son iki imkan olmaz. Zira v € f \ « oldugundan § # ~;
ve v ¢ « oldugundan v ¢ J, ¢iinkii § € a. Bu sekilde
a C . U

Teorem 14. Her ordinalde € ve C siralamalar, aynidar.
Alistirma IX. Teoremi kanitlayin.

Simdi ON’nin ve her elemaninin € veya C siralamasini <
olarak yazabiliriz.

Lemma 3. ON nin < siralamast dogrusaldar.

Kamit. o £ B olsun. gosterecegiz.
Varsayimdan o € 3, dolayisiyla o\ 8 # @. v = min(a \ f3)

olsun. O zaman v € «, yani v < a. gosterecegiz.

d € v olsun. O zaman § < min(a \ 3), ama J € a,
dolayisiyla 6 € S.

v € a~ [ oldugundan v ¢ (3, yani v ¢ f. O

Teorem 15. ON 'nin < dogrusal siralamas: bir wyisiralamadar.
Aslinda ON "nin bos olmayan her altsimifinin en kii¢ik elemana
vardar.

Kanit. A C ON ve o € A olsun.

e aNA=¢ise @« =min(A).

e aNA#@ise min(wN A) = min(A). O
Teorem 16 (Burali-Forti Paradoksu). ON kiime degildir.
Kamit. Simdi Teorem 13 ve 15'ten ON hem gegisli hem € ta-
rafindan iyisiralanmigtir. Tanima gére ON’nin elemanlarinin
ayni Ozellikleri vardir. Ama ON € tarafindan siralanmig oldu-

gundan kendinin elemani olamaz. Bu sekilde ON kiime ola-
maz. U
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Teorem 17.
1. @ € ON.
2. a € ON ise o € ON wve ayrica her 8 ordinali igin

f<ava Cp.
Alistirma X. Teoremi kanitlayin.

Tanima gore ne 0 ne bir ardil olan bir ordinal bir limittir. O
zaman w bir limittir ve (Teorem 6 sayesinde) en kiigiik limittir.
Sonsuzluk Aksiyomu’'nu kullanmadan w, ne limit olan ne limit
igeren ordinallerin olugturdugu sinif olarak tanimlanabilir.

Teorem 18. Sifir olmayan bir a ordinalinin limit olmast i¢in
gerek ve yeter kosul,

B<a=p <a.
Alistirma XI. Teoremi kanitlayin.
AKSIYOM 6 (Bilesim). Her kiimenin bilesimi bir kiimedir.

Teorem 19. ON nin her altkiimesinin en kii¢ik tistsinire var-
dir. Aslinda B C ON ise

supB:UB.

Alistirma XII. Teoremi kanitlayin.

Simdi Burali-Forti Paradoksu'nun (yani Teorem 16'nin)
bagka bir kanit1 vardir. Her ordinalin daha biiyiigii oldugundan
ON'nin en biiyiik eleman1 yoktur, dolayisiyla ON’nin ON’de
olan iistsinir1 yoktur. ON’nin her altkiimesinin iistsinir1 oldu-
gundan ON’nin kendisi kiime olamaz.
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3.2. Tumevarim ve Ozyineleme

Teorem 20 (Ordinal Tiimevarim). A C ON olsun. Eger
1) 0€ A,
2) Her f3 igin
peA=pf €A,

3) her ~y limiti i¢in
TCA=y€A (3:1)
ise, o zaman A = ON.

Kamit. Verilen kogullar altinda ON ~ A farkinin en kiigiik
elemani olamaz. Zira miimkiimse o = min(ON ~\ A) olsun.

1. a=01ise a € A.

2. a = ' ise f < a oldugundan § € A, ama bu durumda
B € A, yani a € A.

3. Varsayimmimiza gore 8 < « ise § € A. Bu gekilde oo C A.
Eger ayrica a bir limit ise, o zaman (3.1) sayesinde « da A'nin
elemani olmalidir.

Bu sekilde her ordinal ya 0, ya bir ardil, ya da bir limit
oldugundan o € A, ama a = min(ON \ A) varsayimina
gore a ¢ A. Oyleyse varsayim imkansizdir. ON’nin her bos
olmayan altkiimesinin en kii¢iik elemani var oldugundan ON~
A = g, dolayisiyla A = ON. O

Ordinal tiimevarim ile Teorem 21’i, Teorem 23’1, Teorem
27’yi, ve daha sonraki teoremler kanitlayacagiz. Ordinal tii-
mevarim kullanilan bir kanitin i¢ adimi vardir:

1) sifir adim,

2) ardil adimi, ve

3) limit adimu.
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Ayrica kanitta iki tiimevarim hipotezi vardir. Ordinal Tiime-
varim Teoremini yazarken kullandigimiz harflerde,

e ardil adiminin hipotezi, 5 € A;

e limit adiminin hipotezi, v C A, yani

VE(E<y=E€ A).

Teorem 21 (Ordinal Ozyineleme). Varsayimlarimaz,
1) 0 € ON,
2) F: ON — ON.
O zaman bir ve tek bir H ordinal islemi i¢in
1) H(0) =90,
2) her B ordinali i¢in H(5') = F(H(B)),
3) her ~y limiti i¢in H () = sup{H (§): £ < v}.
<

Kanat. Her « igin, tanim kiimesi {£: £
bir h, géondermesi i¢in,

1) ha(0) =06,

2) [ < aise ho(f) = F(ha(5)),

3) v < a ve limit ise h,(y) = sup{ha(§): & < 7}
Bunu kanitlamak i¢in, ordinal tiimevarim kullanacagiz.

1. hg, ho(0) = 0 ile tanimlanabilir ve tammlanmaldir. Yani
a = 0 durumunda iddia dogrudur.

2. Eger a = 9 durumunda iddia dogru ise hg,

i (€) = hs(§), ¢ < 0 durumunda,
S F(hs(0)), &= ¢ durumunda

a} olan bir ve tek

kurali tarafindan tanimlanabilir. Ayrica hs bu sekilde tanim-
lanmalidir, ¢linkii hipoteze gore

hy [{§: £ <0} =hs

olmalidir. Bundan dolay1 a = ¢’ durumunda iddia dogrudur.
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3. Benzer gekilde bir ¢ i¢in @ < ¢ durumlarinda iddia dogru
ise, 0 zaman a < § < § durumlarinda h,(a) = hg(a). Eger
ayrica 0 bir limit ise, o zaman hs,

() = he(§), ¢ < ¢ durumunda,
0 sup{he(§): £ <0}, & =6 durumunda

kurali tarafindan tanimlanabilir ve tanimlanmalidir, ve bu se-
kilde @ = ¢ durumunda iddia dogrudur.

Ordinal tiimevarimimz bitti. Simdi H (§) = he(§) tammla-
nabilir ve tanimlanmalidir. O

Boliimler 4, 5, ve 6’da ordinal 6zyinelemeyle ordinal top-
lama, carpma, ve kuvvet alma iglemlerini tanimlayacagiz.

3.3. Normal islemler

Simdi F'| herhangi tek-konumlu ordinal iglem olsun. Ordinal
aksiyomarma gore {F'(£): £ < a} smufi her zaman bir kiime-
dir, ve bu kiimenin tistsinir1 vardir. Ayrica ordinaller iyisira-
lanmig oldugundan {F'(§): £ < a} kiimesinin tstsimirlarinin
en kii¢iigii vardir, yani kiimenin supremumu vardir. Bu sup-
remum,

sup{F'(&): £ < a}, sup F'(§)

(<a
sekillerinde yazilabilir.

Teorem 22. Her o ordinali i¢in

0, «a =0 durumunda,
sup{¢: E<a} =18, a=/p" durumunda,

a, a’mn bimit oldugu durumda.
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Alistirma XIIl. Teoremi kanitlayin.
Alistirma XIV. {&': € < a} kiimesinin supremumunu hesaplayin.
Eger
a< = F(a) <F(p)

ise, o zaman F' artandir. Eger
a <= F(a) < F(§) (3.2)

ise, o zaman F' kesin artandir. Eger

1) F kesin artan ve

2) her «a limiti i¢in F(a) = sup{F(£): £ < a}
ise, o zaman F’ye normal densin.

Alistirma XV. £ — &' isleminin kesin artan olup normal olmadigini
gosterin.

Alistirma XVI. Normal olan bir islem 6rnegi verin.

Sonraki teoremin ilk kullanimi, Teorem 28’in kanitinda ola-
caktir.

Teorem 23. F: ON — ON olsun. Eger

1) her a i¢in F(a) < F(o) ve

2) her o limiti igin F(«) = sup{F(£): £ < a}
1se, o zaman F normaldir.

Kanat. F'nin kesin artan oldugunu gostermek yeter. (3.2) ge-
rektirmesini J iizerinden tiimevarim kullanarak kanitlayacagiz.

1. B = 0 ise, (3.2) iddiast dogrudur, ¢iinkii hi¢bir zaman
a < 0 degildir.
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2. f = durumda (3.2) iddia dogru olsun. Eger @ < v/ ise,
o zaman «a < 7, dolaysiyla

F(a) < F(v) [timevarim hipotezi]
< F(¢). [varsayim)]

3. v limit ve ae < 7y ise, 0 zaman o < o’ < 7y, dolayisiyla

F(a) < F(d) [varsayim)]
<sup{F(§): £ <} [supremumun tanimi]
= F(v). [varsayim)|
(Bu adimda bir tiimevarim hipotezi kullanilmiyor.) O

Sonraki teoremin ilk kullanimi, Teorem 29’ un kanitinda ola-
caktir.

Teorem 24. F': ON — ON wve normal olsun. O zaman
ON ’'nin bos olmayan her A altkiimesi i¢cin

F(sup(A)) = sup F'(£). (3-3)
£eA
Kanat. A kiimesinin supremumu « olsun. F' kesin artan oldu-
gundan 5 € A ise F(f) < F(a). Bundan dolayi, eger a € A
ise, o zaman

iggF(f) = F(a),

yani (3.3) dogrudur. Simdi a ¢ A olsun. O zaman « ardil ola-
maz. A bog olmadigindan o = 0 olamaz, dolayisiyla o limittir.
Bu durumda F' normal oldugundan

F(a) = sup F(§). (3-4)

{<a
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Ayrica

sup F'(£) < sup F(¢), (35)
€A {<a
giinkii A C {£: € < a}. Eger f < « ise, A'nin bir 7 elemani
igin # < v < a, dolaysiyla F(8) < F(7) < supgcq F(§). Bu
sekilde

sup F(§) < sup F (). (3.6)
{<a €A

Sonug olarak (3.4), (3.5), ve (3.6) beraber (3.3) esitligini tekrar
gerektirir. O

3.4. Sireklilik

Normallik kavraminin yerine gercel analizden gelen siireklilik
kavramini kullanabiliriz. Ordinallerde, kesin artan bir iglemin
normal olmasi i¢in gerek ve yeter bir kosul, iglemin stirekli
olmasidir. Bu sonugu kurmak, bu altboliimiin isidir.

Tekrar F': ON — ON olsun. Varsa, F'nin bir noktadaki
siirekliligi gercel analizdeki gibi tanimlanir. Aslinda eger

B<F(a) <y
kogulunu saglayan herhangi g ve ~ icin, baz1 ¢ ve 0 igin,
d<a<OAVE(I<E<O= < F(E)<y)

ise, o zaman F', o’da siireklidir. Eger F'(a) = 0 veya a = 0
ise, o zaman [ = —1 veya 0 = —1 olabilir. Benzer sekilde
soldan ve sagdan olan stireklilik tanimlanabilir.

Lemma 4. ON ’de her tek-konumlu islem, limit olmayan her
noktada streklidir ve her noktada sagdan streklidir.
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Alistirma XVII. Lemmayi kanitlayin.

Gergel analizdeki gibi F': ON — ON ise

limsup F'(§) = min{ sup F(§):n < oz}
{—a~ n<é<a

tammini yapariz.

Lemma 5. F': ON — ON ve artan ise

limsup F(§) = sup F(&).

E—a~ {<a
Alistirma XVIII. Lemmayi kanitlayin.

Lemma 6. F': ON — ON olsun. F' bir o limitinde streklidir
ancak ve ancak
limsup F(§) = F(a).
E—a~

Alistirma XIX. Lemmayi kanitlayin.

Teorem 25. F': ON — ON ve kesin artan olsun. O zaman
F normaldir ancak ve ancak her noktada streklidir.

Alistirma XX. Teoremi kanitlayin.

Alistirma XXI. Siirekli olup normal olmayan bir islem 6rnegi verin.
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4. Ordinal toplama

4.1. Tanim ve ozellikler

Ozyineli tanima goére her o ordinali icin

a+0=a, (4.1)
a+p = (a+p), (4-2)
v limit ise o + v = sup{a + &: £ < 7} (4.3)

Ordinal toplamanin 6zelliklerinin ¢ogu, tiimevarim ile kanitla-
nir; ama ilk teoremimiz, tiimevarimdan degildir.

Teorem 26. o+ 1 = o'.

Kanat. atl=a+0
= (a«+0)" [(4.2) tanimindan]

=da. [(4.1) tammindan] O
Teorem 27. Her a i¢in 0 + a = a.

Kamit. Ordinal tiimevarim kullanacagiz.
1. Eger a =0 ise

0+a=0+0 [varsayimdan|
=0 [(4.1) tanimindan|
= . [varsayimdan|
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2. Eger

0+p=p (4-4)
ise, o zaman
0+5 =(0+p) [(4.2) tanimindan|
=p. [(4.4) hipotezinden]
3. Bir « limiti i¢in
VE(§<a=0+E=¢) (4-5)

ise, o zaman

0+a=sup{0+&: € <a} [(4.3) tanimindan]|

=sup{¢: £ < a} [(4.5) hipotezinden)]
= . [Teorem 22’den] O

Alistirma XXII. Asagidaki kanit nerede yanhstir?

Her a icin 1 + o = o’ kanitlayacagiz.

1. 140=1=0".

2. 1+ 08 =0 ise, 0o zaman

1+ = (1+8) = ().
3.y limitveVE (E<y=1+&=¢)ise
L+ =sup(l+§) =sup(§)=7"
£<y €<y

Boylece her aicin 1 + a = o'.
Teorem 28. Her o ordinali i¢in & — o + & normaldir.
Kanat. Teorem 23’ten a4 § < o + 3’ gostermek yeter. Ayrica

a+ B < (a+p)
=a+/f. [(4.2) tanimindan)] O
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Sekil 2.: n = w + £ denkleminin grafigi
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Ornegin Sekil 2’ye bakin. Sekilde
w2=w+4+w, w-3I=w-24w, w-4d=w- -3+ w,
ve genelde, Teorem 12’yi kullanan resmi 6zyineli tanima gore,
a-0=0, a-1=a, a-(k+1)=a-k+a.
Bu sekilde « - n, “a’dir n kere” veya “a’nin n katidir.” Ayrica

w? =w-w=sup(w- ).
r<<w

Alistirma XXIII. & — £ - 2 gdndermesi kesin artan midir? Siirekli
midir?

Alistirma XXIV. Asagidaki kanit nerede yanhstir?

Her a igin, her B icin, o + 8 = B + a kanitlayacagiz.
1. a+0=a=0+a.
2. Eger a + 38 = + a ise, 0 zaman

a+tf =(a+B)=0B+a) =0+
3. Eger v limitve V€ (§ <v= a+ & =£+ a) ise, 0 zaman
a+vy=sup(a+¢&) =sup(§+a)=v+ca
€<y &<y
Bu sekilde her durumda aa + 8 =03 + a.
Teorem 29. Ordinal toplama birlesmelidir.

Kanat. Her 7 igin, tiimevarim kullanarak tiim o ve (8 ic¢in

at+(B+7y)=(a+p)+v

gosterecegiz.
1. a+(B+0)=a+p [(4.1) tanimindan)]

=(a+B)+0. [(4.1) tammindan]
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2. Eger
a+(B+0)=(a+8)+4 (4.6)

ise, o zaman

a+ (f+d)=a+ (B+0) [(4.2) tanimindan|
=(a+(B+49))  [(4.2) tammindan]
=((a+p8)+9d)"  [(4.6) hipotezinden]
=(a+p3)+9". [(4.2) tanimindan|

3. 0 limit olsun, ve

VE(E<d=a+(B+E)=(a+B)+¢) (4-7)

olsun. O zaman

(a+pB)+6
=sup{(a+p)+&: €<} [(4.3) tammy]
=sup{a+ (8+&): £ <0} [(4.7) hipotez]
=a+sup{f+&: <0} [€ — a + & normaldir|
=a+ (B+9). [(4.3) tanim] O

Simdi herhangi n sayma sayisi igin

an=a+---+auo
N’

n

anlagilabilir.
Teorem 30. k< wvel <wisea-(k+0)=a-k+a-L.
Alistirma XXV. Teoremi kanitlayin. (Timevarim kullanin.)

Teorem 31. Her £ — & 4+ o gondermesi artandar.
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Kamit. § < 7 olsun. « iizerinden tiimevarim kullanarak
B+a<y+a

kanitlayacagiz.
1. B+0=08<y=v+0.
2. 0+ a =+ « ise tabii ki

o =@+a)=@+a)=y+a
B+ a < v+ « ise, Teorem 18’e gore
f+ad=B+a)<y+a<(y+a)=y+a.
3. Eger ¢ limit ise
VE(E<d=B+E<y+E)
olsun. O zaman

B—l—ézsug(ﬁ—i—f)ésu;;(’y+§)=’y+5. ]
§< <

4.2. Hesaplamalar

Bu altboliimiin teoremleri tiimevarim kullanmaz.
Teorem 32. k < w ise k+ w = w. (Sekil 3’e bakin.)
Kanit. k+w =sup{k+z: 2 < w} = w. O
Sonug. k< wvel <n<wise
k+w-n=w-n.

Alistirma XXVI. Sonucu kanitlayin.
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Teorem 33 (Cikarma). o < 3 ise

at+{=p (4-8)
denkleminin bir ve tek bir ¢ézimi vardar.

Kanat. Denklemin ¢oziimii varsa, Teorem 28’e gore tek ¢oziim
vardir.

Teoremler 27 ve 31’den o + 3 > f3, dolayisiyla {£: a+ & <
F} smifimn § distsinirn vardir. Simdi «, smifinin supremumu
olsun. O zaman

a+y=a+sup{l: a+£ < B}
:sup{og—l—ft&—i-fgﬁ}gﬁa
(a+y) =a+y > 8,

dolayisiyla a4+ v = £. O

Alistirma XXVII. « < 8 varsayinca, {£: a + & > S} sinifinin bos
olmayip sinifin en kiiciik elemaninin (4.8) denkleminin ¢6ziimii
oldugunu gosterin.

Teorem 34. w + a = a ancak ve ancak w? < .

Kamit. w + w? = w + sup(w - z)
r<<w

=sup(w+ w - )
r<w

=sup(w - (1+x))

r<<w
= w?.
Eger a > w? ise, o zaman bir 3 icin w?+ 3 = «, dolayisiyla

wrta=w+w+p=w+3=a.
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Simdi o < w? olsun. O zaman bir k dogal sayisi icin

w-k<La<w-(k+1),
w-(k+1)<w+a,

dolayisiyla o < w + a. O
Teorem sayesinde w < o < w? ise, o zaman bir o icin
w+ o) = @, o < Q.
Eger w < aq ise, o zaman bir ay igin
(U—f-OéQ:O[l, Qo < Of,
ve saire. O zaman bir k igin

a=w+--F+w+a,=w-k+ a.
—_——
k

ON iyisirali oldugundan bir % i¢in oy < w. Bu sekilde
{€: ¢ <’

kiimesinin her elemani, w - k£ + ¢ bigiminde yazlabilir. Verilen
kiime, toplama altinda kapalidir, ve toplama kurali,

(W-k+O)+(w-m+n)=w-(k+m)+n.

Alistirma XXVIIl. a = w17+ 6 ve = w - 1000+ 5 ise o + 3
toplamini hesaplayin.
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4.3. Kardinaller

Simdi herhangi A ve B kiimeleri i¢in
AUB=(Ax{0})uU(B x{1})

olsun; bu bilegsim, A ve B’nin ayrik bilesimidir. Béliim 2’den

a={{E<a}

anlagmasini kullanacagiz.

Teorem 35. a+ [ ~ a U S.

Kanat. Teorem 33'ten

{ (€,0) — €,

(n,1) = a+n

kurali, allf ayrik bilesiminden a+/ kiimesine giden bir egleme
tanimlar. O

Bir A kiimesi bir ordinalle eglenik olsun. Tanima gore
kard(A) = min{¢: E =~ A};

bu ordinal, A'nin kardinalidir. Kardinaller, s, A, u, ve v hart-
leri ile gosterilecektir.
Eger f: A— Bve C C Aise

flCl={f(z): 2 € C}

olsun. Eger f birebir ise, o zaman A’nin B’ye bir gdmmesidir,
ve

A~ f[A] C B.
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Bu durumda
f:ASB

yazalim, ve Gyle bir f gémmesi varsa
A< B

yazalim.

Teorem 36 (Schroder—Bernstein). A < B ve B < A ise

A=~ B.
Kanat. f: A = B ve g: B =5 A olsun. Ozyinelemeyle

AO = A, AnJrl = g[Bn]a
BO = 37 Bn+1 = f[An]

olsun. O zaman

f[AO AN Al] = Bl AN BQ,
g[BO AN Bl] = Al AN AQ,

dolayisiyla Ay \ As ~ By \ Bs. Benzer sekilde

An N An+2 ~ Bn N Bn+27

dolayisiyla
AN A~B~()B:
<w 1<<w
Ayrica
FIN A= flAl= () B:i=[)B:
i<w i<w 0<i<w i<W

dolayisiyla (1), , Ai = ();<, Bi, ve sonug olarak A ~ B.

4.3. Kardinaller

O
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Teorem 37. & — kard(§) artandur.
Kamit. Eger a <  ama kard(f5) < kard(«) ise, o zaman
a =< f &~ kard(f) < kard(a) = «,
dolayisiyla o =~ (3. O
Teorem 38. k < w ise kard(k) = k.
Alistirma XXIX. Teoremi kanitlayin.
Teorem 39. kard(w + w) = w.
Alistirma XXX. Teoremi kanitlayin.

Sonug. {£: w < & < w?} kimesinin her elemanimin kardinali
w “dar.

Alistirma XXXI. Sonucu kanitlayin.
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5. Ordinal carpma

5.1. Tanim ve ozellikler
Ozyineli tanima gére her o icin

a-0=0,
a-f=afta,
~ limit ise av -y = sup{a - &: £ < v}

Ordinal ¢arpma hakkinda ilk teoremimizin bir gikki tiimeva-
rim kullanmaz; kalanlar tiimevarim kullaniyor.

Teorem 4o.
1. a-1=q.
2. 1-a=a.
3. 0-a=0.

Alistirma XXXII. Teoremi kanitlayin.
Teorem 41. a > 1 ise & — a - & islemi normaldir.
Alistirma XXXIII. Teoremi kanitlayin.

Ornegin Sekil 4’e bakin. Sekilde
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Sekil 4.: 1 = w - € denkleminin grafigi
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ve genelde, Teorem 12’yi kullanan resmi 6zyineli tanima gore,

a’ =1, al = a, aftl =k .
Ayrica
w® = sup(w®).
r<<w

Alistirma XXXIV. & +— €2 gdndermesi kesin artan midir? Siirekli
midir?

Teorem 42. Ordinal ¢arpma, toplama tzerine soldan dagilir.
Kanat. Ordinal tiimevarim ile
a-(f+y)=a-Bta-y (51)

kanitlayacagiz.
.a-(f+0)=a-f=a-+0=a-F+a-0.
2. Eger (5.1) dogru ise, o zaman

a-(f+q)=a-(B+7)
=a-(B+7)+a
=(a-b+a-7)+a
=a-f+(a-7+a)
=a-f+a-7.
3. Qimdi v limit ve
V(E<y=a (B+§=a B+af)

olsun. Eger a = 0 ise, iddia apagciktir, dolayisiyla o > 0 varsa-
yacaglz.

a-(B+y)=a- 2up(6 +¢)  [tanm]
<y
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=sup(a-(B+&) [p+ a-n normaldir]

€<y
=sup(a-f+a-§) [timevarim hipotezi]
€<
=a-f+sup(a-§) [n+— a- 8+ n normaldir]
€<y
=a-B+a-. [tanim| O

Alistirma XXXV. Asagidaki kanit nerede yanhstir?
1. 0-(B+9)=0=0+0=0-8+0-7.
2. Eger (5.1) dogru ise, o zaman

o -B+y)=a-B+v)+B+7)
=(a-B+a-v)+(B+7)
=(a-B+B)+ (ax-v+7)
=o' -B+a .

3. Egeralimitve V€ (§<a=£¢-(B+7)=¢-B+E-7) ise
o (B+7) Zggp(i- B+))
=sup(§-B+E-7)
{<a
=sup(£-B) +sup(§ - )
f<a f<a
=a-B+a-1.
Alistirma XXXVI. Asagidaki kanit nerede yanlistir?

1. (@+B) 0=0=04+0=0c-0+p-0.
2. Eger (a+B)-y=a-v+B-ise, o zaman
(a+B) v =(ax+B) v+ (x+P)
=(a-v+B-7v)+(a+0)
=(a-v+a)+(B-v+B)
=o'+
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3. Egerylimitve V€ (§ <y = (a+0) - E=a-£+5-§) ise
(a+pB)-v=sup((a+0)-¢§)
<y
=sup(a-£+06-§)
€<y
= sup(a- §) +sup(B - €)
£<y £<y
=a-v+0B-7.
Teorem 43. Ordinal ¢arpma birlesmelidir.

Alistirma XXXVII. Teoremi kanitlayin.

Simdi herhangi n sayma sayisi i¢in

anlagilabilir.

ke — ok . ol

Teorem 44. k < w ve { < w ise «
Alistirma XXXVIII. Teoremi kanitlayin. (Timevarim kullanin.)
Teorem 45. Her £ — & -« islemi artandar.

Alistirma XXXIX. Teoremi kanitlayin.

5.2. Hesaplamalar

Lemma 7. 0 < { < w ise 1 + w’ = w".

Alistirma XL. Teoremi kanitlayin.

Teorem 46. k < m < w ise w* + w™ = w™.

5.2. Hesaplamalar



Kamit. Bir £ icin, k+ ¢ =m ve 0 < ¢ < w, dolayisiyla

Wk + o™ = Wk + whtt

= w4+ " wt
=" 1+
=w" . w
— Wk

=w™. O
Teorem 47. 1 <k < w ise k- w = w. (Sekil 5°e bakin.)
Alistirma XLI. Teoremi kanitlayin.
Teorem 48 (Bolme). 1 < « ise (&,n) igin

ant+E=pNAE<a (5-2)
sistemanin bir ve tek bir ¢ozimai vardor.

Alistirma XLII. Teoremi kanitlayin. Ornegin, asagidaki iddialari
gosterin.

1. a>0isea-f > 0.

2. {n: a-n < B} kiimesinin tstsinirn vardir.

3. sup{n: a-n < B} =40 olsun. O zaman - v+ & = 3 denk-
leminin ~ ¢6ziimii vardir, ve 6 < . Ayrica (,0), (5.2) sisteminin
tek ¢éziimii vardir.

Teorem 49. w®,
w-{=¢

denkleminin en kiicik ¢oziumiidiir.
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Sekil 5.: 7 = ¢ - w denkleminin grafigi
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Kanit. w - w® = w - sup(w?)
r<w
= sup(w - w”)
r<<w
= sup(w
r<w
w'

1+a:)
=w
Simdi @ < w® olsun. O zaman bir k£ dogal sayisi i¢in

wh < a< wk+1’

Wt < w-a,
dolayisiyla a < w - a. O
Teorem sayesinde @ < w® ise, o zaman baz1 a; ve ag i¢in
w - o1+ ag = qQ, o1 < o, ag < W.
Eger oy > 0 ise, o zaman bazi as ve a; igin
w -+ a; = o, Qg < O, a; < W,
ve saire. O zaman bir k i¢in
A1 = 07
o = ag,
Qp—1 = W - A + a1,
2
Qg9 = W™ - a + W+ Ag—1 + Gg—2,

k—1 k—2
a; = w cap + W Qg1+ -+ W-ag+ay,

a:wk-akerk*l-ak_1+---+w2-a2+w-a1+ao.
Burada bazi a; sifir olabilir. Sifir terimler silinirse, o zaman bir
n igin,
w>by>by > >b,_
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kogulunu saglayan bazi b; i¢in, ve bazi ¢; sayma sayilari i¢in
_ ybo b1 brn_1
a=w"-cp+w- - +---+w © Cp—1-

Bu ifadeye a’nin Cantor normal bigimi denir. (0’ Cantor
normal bi¢imi 0’dir.)

Teorem 50. 0 <m < w ve a < W™ 1se @ + W™ = W™.

Kamit. o’nin Cantor normal bi¢imini yazin ve Teorem 46’y1
kullanin. 0

Sonug. m < w, n € Nve k €N ise
(wW" - n+a)-k=w"-n-k+a.
Alistirma XLIII. Sonucu kanitlayin.
Ornegin
(W 10+ w? 84+ w)-6=w’ 60+ w® 8+ w.
Sonucun durumunda agagidaki egitlik cikar.

(W™ n+a) - w=w"-n+a+w" - n+a+w” -n+---

Vv
wm.n wm.n

=—wmn-w

= w™t
Aslinda egitligin gercek kanitinin Teorem 50’ye ihtiyact yoktur.
Teorem 51. m < w, n € N ve a < w™ ise

(W™ n+a) w=wm""
dolayisiyla k € N ise

(W™ -n+a) o =™,
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Kanit. (w™-n+a)-k<w™-(n+1)-koldugundan
W™t < (W™ n+a)w

=sup((w™-n+a)- )

r<w

<sup(w™ - (n+1)-x)

W
= ™, 0

Ornegin

(W 4+ w-6) - (w?-3+8)
=(w* 44+ w-6)-w? 3+ (w* -4+ w-6)-8
=w’-3+w?-32+w-6.

Alistirma XLIV. (w?-9+ w? - 94+ w-9+9)- (w? -9+ w-9+9)
carpiminin Cantor normal bigimini hesaplayin.

5.3. Kardinaller
Teorem 52. o -~ a x .
Kamit. Teorem 48’den

(5777>'_>0477+£7

a x ( kartezyan ¢arpimindan « - 5 ordinal ¢arpimina giden bir
eslemedir. O

Teorem 53. kard(w - w) = w.

Alistirma XLV. Teoremi kanitlayin.
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Teorem 54. {{: w < £ < w®} kimesinin her elemaninin
kardinali w dur.

Alistirma XLVI. Teoremi kanitlayin.
Teorem 55. Her k dogal saiyisi icin fi bir Ay kimesini w ya
gomsiin. O zaman

1<w

Kanat. |J,_,, A; bilegiminde

<w

g(x) =min{i: x € A;}

olsun. O zaman = + (g(x), fg(x)(x)) gondermesi, bilesimin
w X W carpimina bir gémmesidir. U

Sonug. w® ~ w.

Kanit. Her nicin, w™™! = w™ - w oldugundan, Teorem 52’'nin

kanitinindan kesin bir f,, icin
fo: ™ S w0 x w.
Simdi g: w x w = w olsun. O zaman
go fi: w? 5 w.

Mimkiinse
R s W™ = @ (5.3)

olsun. O zaman bir ve tek bir h,,; i¢in,

Bgr: ™ — w,

V€YV (fal€) = (1.2) = b (§) = 9 (hn(n). 2) )
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ve bu durumda
B s ™ S .

Tiimevarim ve 6zyinelemeyle her m sayma sayisi igin, bir ve
tek bir h,, icin, (5.3) dogrudur. Simdi

w® = sup (w*) = U w?®

0<z<w 0<zr<w

oldugundan teoremi kullanilabilir. O
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6. Ordinal kuvvet alma

6.1. Tanim ve ozellikler
Ozyineli tanima gére her o icin

a =1,

! B

¥ =a-a,

7 limit ise a” = sup (af) = limsup(a®).
0<€<y E—=y~

Teorem 56. o' =a, 14 =1, ve
0% — {1, a =0 durumunda,
0, «a >0 durumunda.
Alistirma XLVII. Teoremi kanitlayin.
Teorem 57. o > 2 ise & — af islemi, normaldir.
Alistirma XLVIII. Teoremi kanitlayin.
Sekil 6’ya bakin. Sekilde
g0 = sup {w, w®, w*", ... }.
Alistirma XLIX. &+ &5 islemi kesin artan midir? Siirekli midir?

Teorem 58. o7 = af - a7 ve a7 = (o).
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Sekil 6.: n = w® denkleminin grafigi
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Alistirma L. Teoremi kanitlayin.
Teorem 59. a > 1 ise £ — £ artandar.

Alistirma LI. Teoremi kanitlayin.

6.2. Hesaplamalar

Teorem 60 (Logaritma alma). 2 < a ve 1 < 3 ise (§,1,()
1¢In
S n+C=pA0<n<an<at
sistemanin bir ve tek bir ¢ozumai vardor.
Alistirma LII. Teoremi kanitlayin.
Teorem sayesinde 1 < « ise, baz1 «ag, ag, ve (1 i¢in
wao-a0+61:oz, 0<ag<w, 61<wa°.
Eger 1 < f; ise, o zaman bazi aq, a1, ve [y igin
W - ay + B2 = P, 0<a; <w, P2 < W™,

ve saire. O zaman bir k i¢in

Qg > Q1 > -0 > O,
{&0,...,ak}gN,
a=w ag+ " a4+ W - ay.

Son ifade, a’nin Cantor normal bigimidir.
Teorem 61. o < w” ise a + w? = w”.

Alistirma LIII. Teoremi kanitlayin. (Teorem 50'ye bakin.)
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Sonug. o < w?, n €N, ve k €N ise

(W n+a) k=w’ n k.
Alistirma LIV. Sonucu kanitlayin.
Teorem 62. o < w”, n €N, ve 1 < v ise
+

(W’ n+a) 0 =w’

Alistirma LV. Teoremi kanitlayin. (Bir ¢ i¢in v = 1+ § oldugunu
kullanabiliriz.)

Simdi iki Cantor normal bigiminin ¢arpiminin Cantor normal
bi¢imini hesaplayabiliriz.

Teorem 63. 0 < k < w ise

¢ =0 durumunda,

k,
¢ _
= ot o0< ¢ < w durumunda,
¢
ww

, w < & durumunda.
Alistirma LVI. Teoremi kanitlayin.
Teorem 64. o < w?, n € N, ve «y limit ise
(W’ -n+a)’ =w’.

Teorem 65. ¢,
ws =¢

denkleminin en kiicik ¢oziumiidiir.

Alistirma LVIl. Teoremi kanitlayin.
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6.3. Kardinaller

Herhangi o ve § ordinalleri i¢in, 8’dan o’ya giden géndermeler,
fa

sinifini olu§tursun ve

exp(a, B) = {f: f€Pan{¢ep: f(&) >0} <w}
olsun.
Teorem 66. o ~ exp(a, 3).
Kanit. exp(1,3) = 1 = 17; ayrica
1, p =0 durumunda,

0, S >0 durumunda,

exp(0, B) =~ {

dolayisiyla exp(0, ) ~ 0°. Simdi a > 2 olsun. Eger v < o
ise, o zaman Cantor normal bi¢imi gibi, baz1 n dogal sayisi
i¢in, baz1 v; ve ¢; i¢in,

B> > > Yo,
{6;: 1 <n} Ca~ {0},
/y:Oé’YO'Co+"'+Oé’Y"71 CCp1.
Simdi tanima gore
0;, & = durumunda,
f'y(f) = .
0, ¢&€p~{v:i<n}durumunda
olsun. O zaman f, € exp(a, 6). Asinda
£ fer o B exp(a, B). O
Teorem 67. ¢p =~ w.

Alistirma LVIII. Teoremi kanitlayin.

6.3. Kardinaller 65



7. Kardinal kuvvetler

7.1. Sayilamaz kiimeler

Eger A <X w ise, o zaman A sayilabilir; diger durumda A
sayilamaz. Gordiigiimiiz gibi sayilabilir kiimelerden ordinal
toplama, carpma, ve kuvvet alma ile sayilamaz kiimeler elde
edilemez.

Herhangi A smifi i¢in

Z(A),
A’nin altkiimeleri tarafindan olusturulmus smiftir. Yani
PA)={X: X C A}

Buradaki X siyah olmadigindan kiime degiskenidir. Kiime ol-
mayan bir siif, bir sinifin elemani olamaz. Eger V, tiim kii-
meler tarafindan olusturulmus sinif ise, o zaman

P (V)=V.
Aman € w ise
n < 2" = kard(Z(n)).
Teorem 68 (Cantor). Her A kiimesi i¢in

A< P(A).
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Kamt. ©— {z}: A S 2(A). Simdi f: A S P(A) ise
B={reA: x¢flx)}
olsun. O zaman A’nin her ¢ elemani igin
ce Becd flo),
dolayisiyla B # f(c). Bu gekilde f, egleme olamaz. O

Alistirma LIX. Cantor Teoreminin kaniti A'nin kiime oldugunu
nasil kullanir?

AKSIYOM 7 (Kuvvet Kiime). Her A kiimesi i¢in Z2(A)
sinafr bir kimedir.

Herhangi a ve b i¢in
(a,b) = {{a},{a,b}}

olsun.
Teorem 69. (a,b) = (¢,d) ancak ve ancak a = ¢ ve b = d.
Alistirma LX. Teoremi kanitlayin.

Simdi A x B = {(z,y): v € ANy € B} tanimlanabilir.
Teorem 70. Ax BC P (¥ (AU B)).
Alistirma LXI. Teoremi kanitlayin.

Teorem 71 (Hartogs). Her kardinalin daha biyigi vardar.
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Kanit. A = {£: £ X Kk} olsun. O zaman A C ON, ve ayrica
A geciglidir, dolayisiyla A bir kiimeyse, bir « ordinalidir. Bu
durumda « ¢ a oldugundan a > k.

Eger f bir f’y1 k’ya gomiirse, o zaman bir

{7 1) e <n <5}

kiimesi elde edilebilir. Bu gekilde elde edilen tiim kiimeler, x x
k carpiminin bir B altkiimesini olusturur. O halde B ~ A
(neden?), dolayisiyla A da bir kiimedir. O

Sonug olarak
kT =min{¢: k < &}

tamimlanabilir, £, x’'min kardinal ardilidir.
Simdi 6zyineli tanima gore

NO = w,
No/ = (Na>+a
a limit ise N, = sup R;.
(<a

(Burada X, Ibrani alef harfidir.)

Teorem 72. { — N¢ normaldir, ve her sonsuz kardinal, bir o
1cin, N, 'dor.

Alistirma LXIl. Teoremi kanitlayin.
Lemma 8. Her sonsuz kardinal, w nin bir kuvvetidir.

Alistirma LXIII. Lemmayi kanitlayin.
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Tanima gore

k@ A =kard(k U \) = kard(k + \),
k® A =kard(k x \) = kard(k - \)

olsun; bunlar £ ve A’'nin kardinal toplami ve kardinal c¢ar-
pimudir.

Teorem 73. Eger k ve X\'nwn birt sonsuz ise
Kk @ A = maks(k, \).
Eger k ve X'man biri sonsuz ise ve digeri sifir degilse
Kk ® A = maks(k, \).
Kanit. k < X olsun. O zaman
ASKEFASAFAKZ2 AN

ve k > 0 ise

A< K- AN,

dolayisiyla A ~ A% kanitlamak yeter.

Lemmadan bir « igin A = w?®. O zaman A ~ exp(w, ).
Simdi f: wxw = w olsun. Eger g ve h, exp(w, a) kiimesinin
elemani ise g * h,

£ f(g(8), h())

elemani olsun. O zaman

(g,h) — g*h: exp(w,a) = exp(w, a) x exp(w,a). O
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Sonug olarak
kard(R, + Rg) = Nyaks(a,5) = kard(R, - Rg).
Simdi herhangi A kiimesi i¢in
Pu(A) ={X € Z(A): kard(X) < w}
olsun.
Teorem 74. Ejer k sonsuz ise Py(Kk) =~ K.

Kanat. Her m i¢in {£ € k: kard(§) = m} < k™ &~ &, dolay1-
styla

Po(k) = J{¢er kard() =i} swxrrr O

icw
Teorem 75. Ejer  sonsuz ve 2 < a < [ ise
kard(a”) = kard(p).
Eger a sonsuz ve 1 < B < « ise
kard(a”) = kard(a).

Alistirma LXIV. Teoremi kanitlayin.

7.2. Secme
Teorem 55'te, |J;, Ai bilesiminin sayilabilir olmas icin, her

Ay kiimesinin sayilabilir olmasi yetmez, ama A; kiimesinin
w’ya kesin bir gdmmesi bilinmelidir. Her % i¢in, A kiimesinin
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w’ya gobmmeleri, bos olmayan bir %}, kiimesini olugturabilirler;
ama gordiigiimiiz aksiyomlarla

Ve (zx € w= f, € %)

kosulunu saglayan x — f, gondermesinin olup olmadigini bil-
miyoruz.

Gordiigiimiiz aksiyomlar, Zermelo—Fraenkel veya ZF ak-
siyomlaridir.

Her k i¢in %}, kiimesinden bir f; se¢mek isteriz. Se¢im Aksi-
yomunun bi¢imlerinin birine gore, bu se¢cme miimkiindiir. Bi-
zim igin, agagidaki bicim kullaniligh olacaktir.

AKSIYOM 8 (Secim). Her kiime iyisiralanabilir.

Ornegin U,cw &e lyisiralanirsa, o zaman istedigimiz « — f,
gondermesi
x +— min (B,)
olabilir.

Godel’in kanitladigi teoreme gore, ZF aksiyomlarinin bir mo-
delinde, Se¢cim Aksiyomu dogrudur. Cohen’in kanitladig: te-
oreme gore, ZF aksiyomlarinin bir modelinde, Se¢im Aksiyomu
yanligtir. Kisaca Se¢im Aksiyomu, ZF’den bagimsizdir.

Secim Aksiyomunu varsayiyoruz. Bununla ZF, ZFC’dir.
Simdi her kiimenin kardinali vardir. Tanima gore

K™ = kard(")\).

Bu kuvvet, ordinal kiivvet degil, kardinal kuvvettir. Orne-
gin Ny = w oldugu halde 2%, kardinal kuvvet olarak anla-
silir, ve bu kuvvet, 2% ordinal kuvvetinden farklidir. Aslinda
2% = w, ama sonraki teoreme gore 280 > N.

Teorem 76. 2% = kard(Z(k)).
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Alistirma LXV. Teoremi kanitlayin.

Asagidaki kurallar kolaydir.

0<A=0"=0
. : ; KAQSM:KA@IQM,
K =
1/\_1’ ﬁ)\®u:(ﬁ>\)ﬁb,
1 7 K< pANLS Y=<
K =K,

Teorem 77. 2 < k, 1 < A, ve Ny < maks{r, A} olsun. O
zaman

: (7.1)
K < 28, (7.2)

Kanit. Hipoteze gore k < 2% ise 2 < k < 2* ve ) sonsuzdur,
dolayisiyla
2)\ < /43)\ < (2)\))\ — 2)\@)\ — 2)\‘

Ayrica A < k ise k sonsuzdur, dolayisiyla
k<R (29)) = 2700 = 2, O

Tekrar £ ve A\'n in biri sonsuz olsun. Eger A < x < 2* ise, o
zaman (7.1) gerektirmesine gore

KI)\ZQ)\ <2,‘i7

burada (7.2) gerekmez. Bir durumda, eger (7.1) gerektirmesi-
nin hipotezi dogru degilse, o zaman 2* < &, dolayisiyla A < &,
ve (7.2) kullanilabilir. Bu gekilde teoremin yerine

/<¢<2’\:/<o’\:2>‘,

A A
20 < k= K L 28.
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kurallar1 kullanilabilir. (Tekrar 2 < &, 1 < A, ve Ry <
maks{k, A} olmalidir.) Ornegin

N R R
2< K20 = K0 =270,
Mo o = KR L 98

Simdi asagidaki tanim yapabiliriz.

:0 = NO?
Jo = kard(2(3,)) = 27,
a limit ise 3, = sup .
{<a

(Burada 3, Tbrani beth harfidir.) O zaman ¢ — 3¢ normaldir,
ve

N, < ..

Teorem 78. Tim k ve \ i¢in

Alistirma LXVI. Teoremi kanitlayin.

Kontinuum Hipotezi veya KH, X; = J; onermesidir. Ge-
nellestirilmis Kontinuum Hipotezi veya GKH, V¢ N, =
3¢ Onermesidir. Godel'in kamitladigy teoreme gore, ZFC ak-
siyomlarinin bir modelinde, GKH dogrudur. Cohen’in kanit-
ladig1 teoreme gore, ZFC aksiyomlarimin bir modelinde, KH
yanlistir. Bu sekilde KH, ZFC’den bagimsizdir.
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A. Harfler

Metinde simge olarak kullanilirken harfler agsagidaki anlamlara
gelir.
“Tahta siyahi"” harfleri

R gergel sayilar kiimesi

Q kesirli sayilar kiimesi

7 tamsayilar kiimesi

N {1,2,3,...} sayma sayilar kiimesi

Kiiciik Latin harfleri
a, b, c, d, e sayilar veya kiimeler
f, g, h kiimede tanimlanmis géndermeler
1, 7 dogal say1 degiskenler
k, ¢, m,n dogal sayilar
p asal say1

u, x, Yy, z sayl veya kiime degiskenleri

Dikey kiiciik Latin harfleri
sup supremum
min  minimum (en kiigiik)

maks maksimum (en biiyiik)
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Biiyiik Latin harfleri
A, B, C, D kiimeler
X,Y, Z kiime degiskenleri

Kivircik Latin harfleri

o, B, € elemanlarn kiime veya génderme olan
kiimeler

P(A) {X: X CA}

Pu(A) {X e Z(A): kard(X) < w}
Biiyiik siyah Latin harfleri

A, B, C smiflar

F. G, H smifta tanimlanmig géndermeler

Dikey biiyiik siyah Latin harfleri
V  evrensel siif
ON ordinaller sinifi
KN kardinaller sinifi

Yunan harfleri
a, 8,7, 6,0 ordinaller
&, n, ¢ ordinal degiskenler
K, A, it, v kardinaller

v, ¥, x formiiller

Dikey Yunan harfi
g0 sup{w, w® w®”, ...}

w {0,1,2,...} dogal sayilar1 kiimesi
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Harflerden tiireyen simgeler
€ eleman olma bagmtis1 (“a éott B” demek “a, bir
B’dir”)
vV her ... icin (for All)
3 baz ... igin (there Exists)

U, J bilesim (Union)
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B.

Mantik

B.1. Formiiller

Formiillerde kullandigimiz simgelerin birkag tane tiirti vardir:

)
)
)

S Ot

7)

degiskenler (variables): z, y, x, ...; xg, 1, Tg, .. .;
sabitler (constants): a, b, ¢, ...; ag, ay, as, .. .;
iki-konumlu baglayicilar (binary connectives): A, V,
=, &

bir tek-konumlu baglayici (singulary connective): —;
niceleyiciler (quantifiers): 3, V,

ayraclar (parentheses, brackets): (, );

bir yiiklem (predicate): € (epsilon).

Bir terim (term), ya degisken ya da sabittir. Eger ¢ ile u, iki
terim ise, o zaman

teu

ifadesi, bir b6liinemeyen formiildiir (atomic formula). Ge-
nelde formiillerin tanimi, 6zyinelidir:

1.
2.

Béliinemeyen bir formiil, bir formiildiir.
Eger ¢ bir formiil ise, o zaman

P

ifadesi de bir formildiir.

*Bazen = ile < oklarinin yerine — ile < isaretleri yazilir.
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3. Eger ¢ ile 1 iki formiil ise, o zaman

(AY),  (pVY),  (p=v), (pe)

ifadeleri de formiildiir.
4. Eger ¢ bir formiil ise, ve z bir degisken ise, o zaman

dx ¢, Yz ¢

ifadeleri de formiildiir.

Formiillerin her tiiriiniin ad1 vardir:

1. —p formiilii, bir degillemedir (negation).

2. (@A) formiilii, bir birlesme veya tiimel evetlemedir
(conjunction).
3. (¢ V) formiili, bir ayrilma veya tikel evetlemedir
(disjunction).
(p = @) formiilii, bir gerektirme (implication).
(p < @) formiilii, bir denkliktir (equivalence).
Jz ¢ formiilii, bir 6rneklemedir (instantiation).

7. Vx ¢ formiilii, bir genellestirmedir (generalization).
Bu tiirlerin adlar1, cok 6nemli degildir. Fakat agagidaki teorem
¢ok onemlidir.

AR AL -

Teorem 79. Her formilin tek bir sekilde tek bir tiri vardur.

Mesela ayni formiil, hem gerektirme, hem 6rnekleme olamaz:
dz (p = ) formiili, gerektirme degil, 6rneklemedir; (Jz ¢ =
1) formiilii, 6rnekleme degil, gerektirmedir.

Ayrica (@ A (¢ A 0)) formiill, tek bir gekilde birlegmedir.
Aslinda sadece ¢ ile (¢ A 6) formiillerinin birlesmesidir. Eger
A harfi, ¢ A (¢ ifadesini gosterirse ve B harfi, ) ifadesini
gosterirse, o zaman (A A B) ifadesi, (¢ A (¢ A 0)) formiiliinii
gOsterir; ama tanima gore bu formiil, A ile B ifadelerinin birles-
mesi degildir, ¢iinkii A ile B ifadeleri (yani A ile B tarafindan
gosterilen ifadeler), formiil degildir.
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Teoremi kanitlamayacagiz. Fakat teoremi kullanarak agagi-
daki 6zyineli tanimi yapabiliriz. Bir degigkenin bir formiilde
birkag tane gegisi (occurrence) olabilir. Mesela Vx (z € y <
x € z) formiiliinde z degigkeninin ii¢ tane gegisi vardir (ve y
ile z degigkenlerinin birer gegisi vardir).

1. Boliinemeyen bir formiilde bir degigskenin her gecisi, ser-
best bir gegistir.

2. Bir degiskenin ¢ formiiliindeki her serbest gecisi, —¢,
(p * 1), ve (¢ * ) formiillerinde de serbesttir. (Burada
* igareti, herhangi bir iki-konumlu baglayicidir.)

3. Eger z ile y, iki farkly degisken ise, o zaman z degis-
keninin ¢ formiiliinde her serbest gecisi, dy ¢ ile Vy ¢
formiillerinde de serbesttir.

4. dx ¢ ile Vx ¢ formiillerinde = degiskeninin hi¢ serbest
gecisi yoktur.

Bir formiilde bir degiskenin serbest gecisi varsa, bu degisken,
formiiliin bir serbest degiskenidir. Serbest degigkeni olma-
yan bir formiil, bir ciimledir. Ciimleler i¢in o, 7, ve p gibi
Yunan harflerini kullanacagiz.

B.2. Dogruluk ve yanhshk
Bir ¢ formiiliiniin tek serbest degiskeni z ise, o zaman formiil

p(z)

olarak yazilabilir. O halde a bir sabit ise, ve z degiskeninin
@ formiiliindeki her serbest gegisinin yerine a konulursa, ¢ikan
climle

p(a)
olarak yazilabilir. Simdi dogrulugu (truth) ve yanhighga (fal-
sehood) tammlayabiliriz:
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6.
7.

8.

. Eger b kiimesi, a kiimesini igerirse, o zaman a € b ciimlesi

dogrudur; icermezse, yanligtir.

. Eger o ciimlesi dogruysa, o zaman —o degillemesi yan-

ligtir; o yanhig ise, =0 dogrudur.

. Eger hem ¢ hem 7 dogruysa, o zaman (o A7) birlesmesi

de dogrudur; o ile 7 climlelerinin biri yanls ise, birleg-
mesi de yanligtir.

. Eger bir a kiimesi igin ¢(a) climlesi dogruysa, o zaman

Jz p(x) orneklemesi de dogrudur; hi¢ dyle bir a yoksa,
ornekleme yanlistir.

(o V 1) ctimlesi, =(—=o A =7) cilimlesinin anlamina gelir,
yani bu iki ciimle ayni1 zamanda ya dogrudur, ya da yan-
ligtar.

(o0 = 7) ctimlesi, (—o V 7) ciimlesinin anlamina gelir.
(o & 7) climlesi, ((0 = 7) A (T = 0)) ciimlesinin anla-
mina gelir.

Vr ¢(x) climlesi, =3z —¢(x) climlesinin anlamia gelir.

Ozel olarak formiillerde V, =, <, ve V simgeleri gerekmez; sa-
dece kolaylik igin kullanacagiz. Ama (o = 7) ciimlesi dogrudur
ancak ve ancak 7 dogru veya o yanhgtir; ve (0 < 1) climlesi
dogrudur ancak ve ancak hem ¢ hem 7 ya dogru ya yanhgtir.
Ayrica Yz ¢(z) dogrudur ancak ve ancak her a kiimesi igin
¢(a) dogrudur.

Birkag tane kisaltma daha kullaniriz:

1.
2.

3-

80

— t € u formiiliiniin yerine t ¢ v ifadesini yazariz;

Bir (¢ * 1) formiiliintin en digtaki ayraglarini yazmayiz.
= ile & baglayicilarina gore A ile V baglayicilarina 6n-
celigi veririz: Mesela ¢ A ¢ = x ifadesi, (p A1) = x
formiiliiniin anlamina gelir.

¢ = 1 = x ifadesi, ¢ = (¢ = x) formiiliiniin anlamina
gelir.
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Bir ¢ formiiliiniin serbest degigkenleri x ile y ise, o zaman
formiil

o(r,y)

olarak yazilabilir. O halde a ile b, iki sabit ise, ve x degiske-
ninin ¢ formiiliindeki her serbest geciginin yerine a konulursa,
ve benzer sekilde y degiskeninin her serbest gegisinin yerine b
konulursa, ¢ikan climle

¢(a,b)

olarak yazilabilir.
Genelde ¢ formiiliiniin serbest degigkenleri, bir a listesini
olugturursa, o zaman formiil

p(x)
olarak yazilabilir; ayrica
v o(x), Jz o(x)

ciimleleri yazilabilir. Eger a, uzunlugun « listesinin uzunlugu
olan bir sabit listesiyse, o zaman

p(a)

ciimlesi de gikar. Eger ¢(x) ile ¢ (), iki formiil ise, ve sadece
dogrulugun tanimane kullanarak

vz (p(z) < ()

ciimlesinin dogrulugu kanitlanabilirse, o zaman ¢ ile v birbi-
rine (mantiga gore) denktir (logically equivalent): kisaca

¢ denktir .
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Oyleyse ¢ ile 1) birbirine denktir, ancak ve ancak her a sabit
listesi icin, dogrulugun tanimina gore

p(a) < ¥(a)
ciimlesi dogrudur. Ornegin, yukaridaki tanimlara gore

eV denktir —(—p A ),
@ = ¢ denktir -V,

¢ <1 denktir (p= V) A (Y= ),
Vr ¢ denktir —dz —¢p.

Ama Jy Vz (ga(x) =1 € y) ile Jy Vx ((p(x) S € y), denk
degildir.

Teorem 8o.
1. Her formiil, kendisine denktir.
2. Eger ¢ ile ¢ denk ise, o zaman ¢ ile ¢ denktir.
3. Eger ¢ ile ¢ denk ise, ve i ile x denk ise, o zaman ¢ ile
X denktir.

Kamit. 1. 0 < o her zaman dogrudur.

2. 0 & 71 dogru olsun. O zaman hem o hem 7 ya dogru
ya yanhstir. Oyleyse hem 7 hem ¢ ya dogru ya yanhstir; yani
T < o dogrudur.

3. 0 & 7 ve T & p dogru olsun. Eger ¢ dogruysa, o zaman
7 dogru olmali, ve sonug¢ olarak p dogru olmali, dolayisiyla
0 < p dogrudur. Benzer sekilde o yanlig ise 0 < p tekrar
dogrudur. O

Teorem 81.
1. ¢ = = x ile o ANp = x denktir.
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2. Eger x degiskeni, @ formiiliinde serbest degilse, o zaman
Vo (p =) denktir ¢ = Vx .

Kanit. 1. 0 = 7 = p dogru olsun. Eger o A 7 ciimlesi de
dogruysa, o zaman hem o hem 7 dogrudur, ve sonug olarak
T = p dogrudur, ve p dogrudur. Yani o A 7 = p dogrudur.
Tersi i¢in o AT = p dogru olsun. O zaman o A 7 yanlis veya p
dogrudur. Yani o yanhs, veya 7 yanls, veya p dogrudur. Eger
o dogruysa, o zaman 7 yanlig, veya p dogrudur, yani 7 = p
dogrudur. Sonug olarak ¢ = 7 = p dogrudur.

2. Vx (0 = p(z)) dogru olsun. O zaman her a i¢in 0 = ¢(a)
dogrudur. Sonug olarak o dogruysa, o zaman her a i¢in ¢(a)
dogrudur. Yani o = Vz ¢(x) dogrudur.

Benzer gekilde o = Vx ¢(z) dogruysa Vo (0 = ¢(x)) dogru-
dur. O
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C. Kofinallik

C.1. Tanim ve ozellikler

Sonsuz bir x kardinali limit ordinali oldugundan
k=sup{{: { < Kk} = Uf
E<k

Bazen bir kardinal, kendisinden kii¢iik bir altkiimenin
supremumudur. Ornegin w < N, ama

N, =sup{¥,: z € w}.
Genelde « limit, b C «a, ve

V§(§<oz:>5|n(n€b/\£<n))

ise, b altkiimesi, « ordinalinin siirsiz (unbounded) altkiime-
sidir. Bu durumda
a = sup(b).

Ornegin her limit ordinali, kendisinde smirsizdir. Ayrica
{N,;: z € w}, N, ordinalinde smirsizdir. Bir limit ordina-
linin simirsiz altkiimelerinin en kii¢iik kardinaline, ordinalin
kofinalligi (cofinality) denir, ve bu kardinal, kf(«) olarak ya-
zilabilir. Yani

kf(a) = min{kard(z): z C a Asup(x) = a}.
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Ayrica, tanima gore,
kf(0) =0, kf(a+1)=1
denebilir, ama bu durumlar1 kullanmayacagiz.

Teorem 82. Her « limit ordinali i¢in, tanwm kimesi kf(«)
olan, deger kimesi o ordinalinin simirsiz bir altkimesi olan,
kesin artan bir gonderme vardar.

Kanit. f: kf(a) — a olsun, ve f[a], a ordinalinin smirsiz bir
altkiimesi olsun. Ozyinelemeyle, tanim kiimesi kf(a) olan,

9(8) = maks(7(5), sup(g[3]))

kogulunu saglayan bir g géndermesi vardir. Eger 8 < kf(a) ve
9l8] € «a ise, o zaman g[f], a ordinalinin smirsiz altkiimesi
degil, dolayisiyla g(8) € «; ayrica f(B8) < g(B). Oyleyse g,
istedigimiz gibidir. O
Teorem 83. « ve B limit ordinalleri olsun. Eger f: o — [ ve
kesin artan ise, ve § = fla] ise, o zaman

kf () = kf(B).

Kanat. kf(p) < kf(a) ve kf(a)) < kf(3) esitsizliklerini kanitla-
yacagliz.

1. g: kf(a) = aveJglkf(a)] = aolsun. § <  ise, hipoteze
gore o ordinalinin bir 6 elemani i¢in

J < f(0).
O zaman kf(a) kardinalinin bir ¢ eleman i¢in
0 < g(v), 0 < f(0) < flg(v).

Oyleyse |J(f o g)[kf(a)] = B, dolayisiyla kf(3) < kf(a).
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2. h: kf(B) — B ve JhkE(B)] = 5 olsun. § < kf(53) ise
k(0) = min{{ € a: h(6) < f(§)}

olsun. O zaman k: kf(8) — a. Eger 6 € « ise, o zaman kf(5)
kardinalinin

f(0) < h(d)

kogulunu saglayan bir ¢ elemani vardir. O zaman

f(0) < h(0) < f(k(0)),

dolayisiyla 6 < k(6), ciinkii f kesin artandir. Oyleyse
U k[kf(B)] = «, dolaywsiyla kf(a) < kf(8) ve ashinda kf(a) =
kf(3). O

Ozel durum olarak F normal ve o limit ise
kf(F(a)) = kf(«).
Teorem 84. « limit ise kf(R,) = kf(«).
Kamit. & — R¢ normaldir. O

Teorem 85. Cantor normal bi¢iminde
C(:wao.ao_'_..._'_wa".an

ve au, > 0 ise, 0o zaman

kf(ay,),  eger ay, bir limitse.

kf(a) = {w7 eger o, bir ardilsa,

Kanat. Son teoreme gore o limit, v > 1, ve § > 2 ise

kf(or) = kf(B + o) = kf(v - ) = kf(5). 0
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Bazen bu hesaplama bize yardim etmez. Mesela f(0) = 0 ve
f(n+1) = w’™ ve a = sup(f[w)) ise, yani
a =sup{0,1, w, w®, w®" ...}
ise, o zaman kf(a) = w, ama o = w*.
Teorem 86. Her o ordinali i¢in

kf(Na+1) — Na+1.
Kanit. < N,q11 ve f: 8 — N,yq olsun. O zaman
sup(f18]) = J £(6).
£<B
Bu bilesimden N, XX, carpimina giden bir A gdmmesini tanim-
layacagiz. Secim Aksiyomu sayesinde | J{*N,: & < N,41} kii-
mesi iyisiralanabilir. Bu siralamaya gore § < N,y ise °R,, kii-

mesinin en kii¢iik gémmesi, gs olsun. O zaman v < sup(f[3])
ise

d=min{z € B: v < f(2)},  h(y) = (95(9), 95(7))
olsun. Bdylece
kard (sup(f[8])) < kard(R, x R,) = Ry,

dolayisiyla sup(f[5]) < Raq1. Sonug olarak kf(R,41) = Rpqg.
U

C.2. Hesaplamalar

Teorem 87. 2 < k, 1 < A, ve Ny < maks{r, A} olsun. O
zaman

A > kf(k) = Kk < K,
GKHA X < kf(k) = k = k™.
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Kanit. kf(x) < X ise *k kiimesinin
k=1 f©

kogulunu saglayan bir f elemani vardir. Simdi € — g¢: k —
olsun. O zaman *r kiimesinin {g¢: £ < £} kiimesinde olmayan
bir

77»—>m1n</-i\{g§ &< f(n )})
eleman1 vardir.

Simdi A < kf(k) olsun. O zaman Teorem 86’'nin kanitindaki
gibi

AH:UAfz U )\£

E<k ALE<RK

< U Mard(e)) = | Yex | 2

ALE<K ALE<K ALE<K
(EeKN £eKN

Eger GKH dogruysa u < k = 2* < k, dolaywsiyla k* < k. O

Simdi, gosterdiklerimize gore, eger x + A sonsuzsa, o zaman

kf(/i)éz\é/ﬁ:/i</<o’\<2“,
1 <A <kf(r =k < K <28
Ayrica
AT eger 2 < Kk < A ise,
GKH = & kT, eger kf(k) < A < & ise,

K, eger 1 <\ < kf(k) ise.
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Ozel olarak

GKH = R ¢ =

C.2. Hesaplamalar

Nﬁ-f—l?

Na+17
Non

eger a < 3 ise,
eger kf(a) < Ng < N, ise,
eger Nz < kf(a) ise.
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