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1 Gercel Analiz

Gergel sayilar, tam sirali R cismini olusturur, yani

1) < baglantis1 tarafindan R dogrusal siralanmigtir;

2) bu siralama tamdir, yani bog olmayan, {istsinir1 olan
R’nin her altkiimesinin supremumu (en kiigiik tistsi-
nir1) vardir;

3) toplama (+) ve carpma (X veya -) altinda R bir cisimdir;



4) sifir olmayan her gergel a sayisi igin
a>0 = —a<0;
5) her iki pozitif gergel saymnin toplami ve garpimi pozitiftir.

R’nin bu 6zelliklerini, simdilik R'nin aksiyomlar: olarak kabul
ediyoruz. (Sonra, kime aksiyomlarini: kullanarak gergel sayi-
lar1 inga edebilecegiz.)

R’nin her A altkiimesi i¢in

1) 1e Ave
2) A'nimn her b elemani igin b+1 € A

durumunda A’ya tiimevarimli densin. O zaman tanimi gére

N= m{X C R: X ttimevarimhdir}

olsun, yani sayma sayis1 olmak i¢in gerek ve yeter kosul,
R’nin her timevarimli altkiimesinin elemani olmaktir.

Teorem 1 (Timevarim). N tidmevarimbdir. Ayrica N'nin tek
timevarimly altkiimesi, kendisidir.

Lemma 1. En kii¢iik sayma sayisy vardir, ve bu sayr 1°dir.

Lemma 2. Her sayma sayist, ya 1°dir, ya da bir k sayma
sayest iwein k + 1 dar.

Lemma 3. Herhangi k ve m sayma sayilar, i¢in
E<m=Fk<m+1.

Teorem 2 (Giiglu tiimevarim). A C N olsun, ve tim k sayma
saylary igin

{reNiz<k}CA=kecA

olsun. O zaman A = N.



Teorem 3 (Iyisiralama). N dyiswraladr, yani N'nin bos ol-
mayan her altkimesinin en kii¢ik elemany varder.

Teorem 4 (Ozyineleme). Bir A kiimesi i¢in

1) be A,
2) f1 A=A

olsun. O zaman N’den A’ya giden bir ve tek bir g gondermesi
1¢IN

1) g(1) = b,
2) her k sayma sayist icin g(k + 1) = f(g(k)).

2 Ordinal sayilar

Kiime aksiyomlarini kullanarak gercel sayilar gibi ordinal sa-
yilary inga edebilecegiz. Simdilik onlarin var oldugunu varsa-
yiyoruz. Ordinal sayilar veya ordinaller,

ON

sinafine olugturur. Her siuf, {z: ¢(x)} bi¢imindedir, yani bir
siifin elemanlar1, tek serbest degiskeni olan bir formdiili sag-

layan kiimelerdir. Ozel olarak her a kiimesi, {z: = € a} smifi-
dir.

Teorem 5 (Russell Paradoksu). {z: x ¢ z} sumfi, kime de-

gildir.

ON'nin aksiyomlarina gore

1) en az bir ordinal vardur;



2) ON iyisiralidir;

3) her ordinal i¢in, daha biiyiik ordinal vardir;

4) ON’nin herhangi altkiimesinin tistsinir1 vardir;

5) Herhangi o ordinali i¢in {{¢ € ON: ¢ < a} smfi bir
kiimedir.

Burada «, (3, ve v sabitleri ve £ degiskeni her zaman ordinal
olacaktir. Ornegin {€ € ON: ¢ < o} = {¢: € < al.

Teorem 6 (Burali-Forti Paradoksu). ON kime degildir.

Kanat. Her ordinalin daha biiytligii oldugundan ON’nin iist-
sinirt yoktur. ON'nin her altkiimesinin iistsinir1 oldugundan
ON'nin kendisi kiime olamaz. O

En kii¢iik ordinal 0 olarak kabul edilir. Ayrica, sayma sayi-
lar ordinal olarak kabul edilir, ama R’de bagka ordinal yoktur.
Yani gergel olan ordinaller, dogal sayilardir. Herhangi o ordi-
nali i¢in, tanima gore

o =min{¢: a < £}

Burada o/, a’nin ardilidir. O zaman a’nin ardili, o’dan biiyiik
olan ordinallerin en kii¢iigiidiir. Ornegin

0 =1, 1" =2, 2 =3, 3 =4,
ve saire. Ne sifir ne bir ardil olan ordinal, bir limittir.

Teorem 7. Sifir olmayan bir o ordinalinin limit olmasu i¢in
gerek ve yeter kosul,

B<a=f <a.



En kiigiik limit
w

olsun. O zaman {¢: { < w}, dogal sayilar kiimesidir. Siiflar,
siyah harfler ile yazacagiz.

Teorem 8 (Ordinal Tiimevarim). A C ON olsun. Eger

1) 0€ A,
2) A’min her 5 elemany i¢in B’ € A, ve
3) her ~ limiti igin

{{:6<y}CA=v€ A

ise, o zaman A = ON.
Kanat. ON ~\ A farkimin en kii¢iik elemani olamaz. O

Herhangi A simifi i¢in
Z(A),

A'nin altkiimeler: tarafindan olusturulmus siiftar.

Teorem g (Ordinal Ozyineleme). Bir A sinafe igin

1) be A,

2) F: A— A,

3) veG: Z(A) — A
olsun. O zaman ON’den A’ya giden bir ve tek bir H gonder-
mesi 1¢in

1) H(0) = b,

2) her o ordinali i¢in H(o') = F(H («)),
3) her a limiti i¢in H(a) = G({H(&): £ < a}).



Simdi F': ON — ON olsun. Eger

1) F kesin artan, yani a < = F(«a) < F(3), ve
2) her «a limiti i¢in F'(a) = sup{F'(§): £ < a}

ise, o zaman F’ye normal densin.

Teorem 10. F': ON — ON wve kesin artan olsun. O zaman
F normaldir ancak ve ancak streklidar.

Teorem 11. F': ON — ON ve normal olsun. O zaman ON ’'nin
her A altkiimesi i¢cin

F(sup(A)) = sup F(£).

£eA
2.1 Toplama
Tanmima gore her o ordinali i¢in
a+0=aqa,
a+f =(a+p),

~ limit ise a + v =sup{a +&£: € < 7}

Ozel olarak
a+1=d.

Teorem 12. Her o ordinali i¢in & — o + & normaldir.
Teorem 13. Her £ — & + o gondermesi artandar.

Teorem 14. Her a icin 04+ a = «.



Teorem 15 (Cikarma). a < 3 ise

a+§=p
denkleminin bir ve tek bir ¢ozimi vardar.

Teorem 16. Ordinaller toplamasy birlesmelidir.

Ordinal toplama degismeli degildir ¢iinkii

l+w=sup(l+z)=w<w+ 1.

r<<w

2.2 Carpma

Tanimina gore her « i¢in

a-0=0,
a-f=a fta,
v limit ise a- v = sup{a - &: £ < v}
Ozel olarak
a-1=a.

Ozaman w-2=w- -1+ w=w+w =sup{w +z: z € w},
ama

2-w=sup(2-z) =w,
TEW

dolayisiyla 2 w < w - 2. Oyleyse carpma degismeli degildir.
Teorem 17. 0-a=0vel-a=a.

Teorem 18. o > 1 ise & — « - & islemi normaldir.



Teorem 19. Ordinaller ¢carpmast, toplama tzerine soldan da-
gelar, yani

a-(B+y)=a-B+a-7.
Teorem 20. Ordinaller carpmast birlesmelidir.
Teorem 21. Her & — & -« iglemi artandar.
Teorem 22 (Bolme). 1 < « ise (&,n) i¢in
a-E+n=F3An<a

sisteminin bir ve tek bir ¢ozimi vardur.

2.3 Kuvvet alma

Her a icin, o > 0 ise, tanimina gore,
o’ =1,
o =af. a,
7 limit ise a” = sup{a®: & < 7}.
Ozel olarak

Ayrica, tanmima gore,
00 =1, >0=0°=0.
Teorem 23.

1“=1.

a > 1 ise & — &£ artandr.

a > 2 ise & — af islemi, normaldir.
aPtr =af - ar.

bl = (Ozﬁ)v'
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