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1. Giris

1.1. Sayma ve ordinaller

Bir torbada birkag¢ tane satrang tagimiz var, onlar1 teker teker ge-
kiyoruz, ve ayni zamanda sayilar diyoruz:

1: piyade (pawn);

2: kale (rook);
at (knight);
fil (bishop);
vezir (queen);
sah (king).
Bu sekilde taglar1 saymas olduk. Sonug olarak 6 tane tagimiz var
deriz. Ama taglar1 belli bir sirada ¢ektik. Bagka bir sira miimkiindii.
Taglar tekrar ¢cantaya koyup cekiyoruz:

1: piyade;

2: at;
vezir;
kale;
fil;
sah.
Son tagi ¢ekince yine 6 numarasini diyoruz. Her zaman 6yle ola-
cak: her zaman taglar1 sayinca 6’ya kadar sayacagiz. Ama nasil
biliyoruz?

Saymak nedir? Saymanin nesnesi, bir topluluktur (collection).*
Bir toplulugu saymca aslinda onu siraliyoruz (order).

A bir topluluk olsun, ve R, onun bir siralamasi (ordering) olsun.
O zaman A toplulugunun elemanlar1 (elements) veya Ogeleri

*Kiimeler (sets), 6zel topluluk olacak.



(members) vardir; ve bu toplulugun tiim b, ¢, ve d elemanlari i¢in
1) b R b degil, yani
- bR

2) bRcvecRdisebRd, yani
bRcANcRd=bRd,

3) b ve ¢ birbirinden farkliysa ya b R ¢ ya da ¢ R b, yani
b=cVbRcVcRYb.

Boylece R,
1) yansimasiz veya doniigsiiz (irreflexive),*

2) gegisli veya gegigken (transitive),” ve

3) dogrusal (linear) veya tam (total)
bir bagintidir. O zaman (A, R) sirali ikilisi, bir siradir. Bu sira, A
toplulugunun bir sirasidir.

Simdi A, satrang taglar1 torbamiz olsun. O zaman A toplulugu-
nun tiim siralari, birbiriyle izomorftur (isomorphic). Demek ki R
ile S, A toplulugunun iki siralamasiysa, o zaman A toplulugundan
kendisine giden Oyle bir birebir ve o6rten f géndermesi vardir—yani
A toplulugunun 6yle bir f permiitasyonu (permutation) veya es-
lesmesi vardir—ki A toplulugunun tiim b ile ¢ elemanlar: i¢in

bRc< f(b)S f(e)

denkligi dogrudur. Ama bunu nasil biliyoruz?

Simdi A, pozitif tamsayilar toplulugu olsun. Yani A = N olsun.
Bu toplulugun aligilmig “dogal” < siralamasi vardir. Ama bagka
siralamalar1 da vardir. Mesela N toplulugunun &yle bir R bagintisi

*Isik, bir aynadan yansir; ses, bir kayaliktan yansir. Yikanmak fiili, kendi
kendini yikamak Sbeginin anlamina gelirse, dontiglidiir; yikanilma fiillinin an-
lamina gelirse, edilgendir [14, 20].

t Kaynatmak fiili gecislidir, ciinkii bir nesne ister; kaynamak gecissizdir.
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veya iligkisi (relation) vardir ki toplulugun tiim k ile m elemanlar
icin

ERme (1<kANk<m)V(l=mAm<k)
denkligi dogrudur. Oyleyse R bagntisi, N toplulugunu siraliyor;
aslinda R siralamasi, < sirasi ile hemen hemen aynidir, ancak R
sirasina gore 1 elemani, N toplulugunun son elemanidir. O zaman

(N, <) ile (N, R), birbirine izomorf degildir:

<|1, 2, 3, ... 7
R|2, 3, 4, ..
Simdi
ESme 2 k+mAk<m)V(21kA2]|m)

olsun. O zaman k S m ancak ve ancak

1) hem k hem m ya tek ya ¢ift, ve k < m, veya

2) k tek ve m gift.
O zaman S bagntist da, N toplulugunu siraliyor, ama (N, <) ile
(N, S) siralar1, birbirine izomorf degildir:

2, 3, ... /
S|1, 3, 5, ...; 2, 4, 6,

N toplulugu sayilabilir mi? Normalde, sayarken, sayilar diyoruz.
R siralamasina gore N toplulugunu sayinca 1 i¢in hangi sayiy1 diye-
biliriz? Yani yukaridaki ilk tablonun alt satirindaki 1 numarasinin
istiinde, soru igaretinin yerine hangi sayiy1 koyabiliriz? Bu say1

w+1

olacak. Ondan sonra w+2, w+3, vesaire sayilari olacak; bunlardan
sonra, W + w, yani w -2, w -2+ 1, vesaire sayilar1 olacak. Ama
N toplulugunun sadece w tane elemani olacak. Burada 0 gibi w,
cetvelin noktasi olarak diigiiniilebilir; Sekil 1’e bakin. Burada

8 1. Girig



0 1 2 3 w w+1l w+2 w-2
| [ | | [
9 4 6 ---

1 3 5 ...
(N, 5)

Sekil 1. Sayan sonsuz cetvel

0,1,2,3,...; w,w+l,w+2,...; w-2,w-241,...

numaralari, ordinal sayilar veya ordinallerdir: her ordinal, bu
sirada bulunacak. Ayrica

0,1,2,3,..., w

numaralar1, kardinal (cardinal) sayilar veya kardinaldirler, ama
bagka kardinaller olacak. Ayrica w + 1, bir kardinal degildir.

Her kardinal, bir ordinal olacak; ama bazi ordinaller, kardinal
olmayacak.

Her ordinal, bir kiime olacak; ama baz1 kiimeler, ordinal olma-
yacak.

Her kiime, bir topluluk olacak; ve her kiimenin her elemani, bir
kiime olacak. O zaman a ile b kiimeyse, ya a kiimesi, b kiimesinin
elemanidir, ya da eleman: degildir. Ik durumda b kiimesi, a kiime-
sini igerir (contains), yani a kiimesi, b kiimesi tarafindan igerilir,
ve

a€b

ifadesini yazariz;* ikinci durumda b kiimesi, a kiimesini igcermez,

ve
aé¢b

*Buradaki € isareti, Yunan e (epsilon) harfinden tiirer. Bu harf, éo( keli-
mesinin ilk harfidir, ve A éor{ B ciimlesi, “A, B’dir” (A is B) anlamina gelir.
Epsilonun bu kullanigini, Peano [18] ortaya koymustur.

1.1. Sayma ve ordinaller 9



ifadesini yazariz. Genelde C' bir topluluk ise, yaa € C'yadaa ¢ C.
Bize gore bog bir topluluk—elemanlari olmayan bir topluluk—

vardir, ve bu topluluk, bir kiimedir. Bu varsayim, Bog Kiime

Aksiyomudur (Empty Set Axiom). Bog kiimenin igareti,

<.

Ayrica a ile b kiimeyse, o zaman 6yle bir kiime vardir ki her elemant,
ya a kiimesinin bir elemani, ya da b kiimesinin kendisidir. Bu yeni
kiimenin ifadesi,

a U {b}.

Bu toplulugun kiime oldugu, Bitigtirme Aksiyomudur (Adjunc-
tion Axiom).* Burada a bos ise, yeni a U {b} kiimesi,

{b}

olarak yazilir. O zaman agagidaki gibi kiimelerimiz vardir:
o, {2}, {etu{{e}}, ({etu{{el})u{{etu{{a}}}.

Bu ifadelerin yerine

o, {2}, {o.{2}}, {o{o){o{o}}}
ifadelerini yazabiliriz. Aslinda Osayisin1 @ olarak tanimlariz, yani
0=0.

Bu sayi, ilk ordinaldir. Her « ordinali igin bir sonraki ordinal
olacak, ve bu ordinal, o U {a} olacak. Mesela 0’dan bir sonraki
ordinal {0} olacak; yani

1={0}

*Bu aksiyom, Tarski ve Givant [25, p. 223, QIII] kaynaginda bulunur; In-
gilizce adi, Boolos [2, p. 100] kaynaginda bulunur.

10 1. Girig



olacak. Ayrica her « ordinal igin
a+1l=aU{a}
olacak. Ama bildigimiz gibi
1+1=2 2+41=3, 3+1=4,
vesaire. O zaman

2=1U{1}={0,1},
3=20{2}={0,1,2},
4=3U{3}=1{0,1,2,3},

vesaire. Boyle tanimlanmig sayilar, von Neumann dogal sayi-
laridir (von Neumann natural numbers [27]). Bu sayilar, bir top-
lulugu olusturacak, ve bu topluluk, w olacak. Yani w, oyle bir
topluluktur ki

1) 0 € w,

2) acewisea+1ew,ve

3) w toplulugunun bagka elemani yoktur.
Oyleyse w toplulugunun tanimi, 6zyineli veya rekiirsiftir (re-
cursive).

1.2. Ordinaller Hesaplan

Sonsuzluk Aksiyomuna* (Axiom of Infinity [29]) gbre w top-

lulugu, bir kiime olacak. O zaman w bir ordinal olacak, ve bu

ordinalin her £ elemani i¢in w + £ kiimesi, bir ordinal olacak.
Aslinda tiim « ile £ ordinaller igin

a + [ toplamini, « - 8 carpimini, ve o” kuvvetini

*Veya Sonsuz Kiime Aksiyomu [16].

1.2. Ordinaller Hesaplari 11



tanimlayacagiz. O zaman
ltw=w<w+1,
2-w=w<w-2,
(w+1)*=w® < 0!
olacak. Ashinda:

e 1+ w toplama,
(0,0,1,2,3,...)

sirasinin ordinalidir, ama w + 1,
(0,1,2,3,...,0)

sirasinin ordinalidir.
e 2. w carpimi,
(0,1,0,1,0,1,...)

sirasinin ordinalidir, ama w - 2,
0,1,2,3,...,0,1,2,3,...)
sirasinin ordinalidir; ayrica
2-w=24242+4---,
w-2=w+w=w+1+1+1+---

(sayfa 15’e bakin).
e (w+ 1)® kuvveti,

(w+ 1% (w+1)7° (w+1)4..0)
dizisinin limitidir, ve
(w+1)P=(w+1) (w+1)
=(w+1)-w+(w+1)-1
=(w+l+w+l4+w+l+--)+w+1
=(wtwt+w+-)+w+l
:w2+w+1,

12 1. Girig



= (W+w+- )+ twtl
=w+w+w+1,

ve genelde
(w+)"=w"+0" "+ +w+1.

Ayrica her pozitif a ordinali i¢in 6yle bir ¢ dogal sayisi, ve ay, . . .,
ay ordinalleri, ve ag, ..., ay pozitif dogal sayilar1 vardir ki

ap > >y, a=w ag+---+ W aq.

Burada w® - ag 4+ -+ + w* - a ifadesi, a ordinalinin Cantor
normal bi¢imidir (Cantor normal form). Her pozitif ordinalin
tek bir Cantor normal bi¢gimi vardir. Bundan hesaplama kurallar:
tiireyebilir.

1.3. Kiimeler ve Siniflar

Her topluluk, bir kiime degildir. Ornegin 6yle bir R toplulugu var-
dir ki her elemani bir kiime, ama bu kiime, kendisinin elemani
degildir. Yani

R={x:xz ¢ z}.

Burada x degiskeni her zaman bir kiime olacak. Simdi a bir kiime
olsun. Eger a € a ise, o zaman a ¢ R, dolayisiylaa # R. Egera ¢ a
ise, o zaman a € R, dolayisiyla a # R. Her durumda R toplulugu,
a kiimesi degildir. Yani R, bir kiime degildir. Bu teoreme Russell
Paradoksu denir [21].

Elemanlar: kiime olan bazi topluluklar, sinif olacak. Her kiime,
bir siniftir, ancak bazi siniflar, kiime degildir. Mesela yukaridaki

1.3. Kiimeler ve Siniflar 13



gibi {z: = ¢ z} toplulugu, bir simftir, ama gosterdigimiz gibi kiime
degildir. Tanima gore her sinif,

{z: o(z)}

bigiminde yazilabilir. Burada ¢(x), kiimeler kuramimin mantiginda
bir formiildiir. Eger a bir kiimeyse, o zaman ¢(a) ifadesi, bir
ciimledir. Her ciimle, ya dogru ya yanhgtir. Bir {z: ¢(x)} simifinin
elemanlari, p(a) climesini dogru yapan a kiimeleridir. Bu simuf,
(z) formiili tarafindan tanimlanir.

Bir ¢(z) formiiliiniin bir ve tek bir serbest degiskeni vardur,
ve bu degisken, x olur. Ancak bir formiiliin birden fazla serbest
degiskeni olabilir. Ornegin

Vz(z€x & z€y)

ifadesi, bir formiildiir, ve serbest degiskenleri, z ile y olur. Bu for-
miilde z, baglantili degiskendir. Formiil, kiimelerin esitlik ba-
gintisini tanimlar. Yani a ile b kiimeleri birbirine esittir, ancak ve
ancak

Vz (2 €a<z€b),

yani elemanlar1 aynidir. Kiime olmayan bir sinifin oldugunu ka-
nitlarken, bu kural kullandik. Yukaridaki Vz (z € x & 2z € y)
formiiliiniin yerine

r=1Y
ifadesini yazariz. O halde bir {z: x = z} smufi vardir, ve bu s1-
nif, tiim kiimelerin smifidir. Bu simf, evrensel simiftir (universal

class), ve isareti,
\%

olacak. Ayrica a bir kiimeyse, o zaman bir {z: x € a} siufi vardr,
ama bu smif, a kiimenin kendisidir, yani

a={zr:z €a}.

14 1. Girig



Oyleyse, dedigimiz gibi, her kiime, bir siiftir.

Sonsuzluk Aksiyomunu kullanmadan w toplulugunun simif ol-
dugu apagik degildir, ama sinif olacaktir. Ondan sonra Sonsuzluk
Aksiyomu, dz x = w bi¢iminde olabilecektir.

Aslinda w smift bir kiime oldugundan, Yerlestirme Aksiyo-
muna (Replacement Axiom)* gore {y: dx (r € WAy = w + )}
sinifi, bir kiime olacaktir. Bu kiime

{w+z: e w}

olarak yazilabilir. Bilesim Aksiyomuna (Union Axiom |29|) gore
bu kiimenin

U{w—i—x::cew} veya U(w—l—x)

reEw

bilesimi de bir kiimedir; tanima gore bu bilesim, w + w toplamidir.
Kiimelerden olusturulmus baz topluluklar, sinif degildir. Bu so-
nug, Godel’in Eksiklik Teoremi (Godel’s Incompleteness The-
orem
[11]) veya Tarski’nin Dogrulugun Tanimlanamamasi Teoremi
(Tarski’s Theorem on the Indefinability of Truth [24]) gibidir. Bu
teoremlerin asil bigimleri, N toplulugu hakkindadir, ve bu bigimde
teoremlerini kanitlamak zordur. Fakat bu teoremler, V hakkinda
yazilabilir; ve bu bi¢cimde onlar1 kanitlamak daha kolaydir.
Tim ordinallerin toplulugu, bir sinif olacak, ve bu sinifin igareti

ON

olacak. Aslinda bu smif, bir a kiimesiyse, o zaman a € ON olurdu,
vani a € a olurdu; ama bir ordinal i¢in bu igerme imkansizdir.
Sonug olarak ON, bir kiime degildir. Bu teorem, Burali-Forti
Paradoksu [3| olarak bilinir.

*Skolem [23], 1922 yilinda bu aksiyomu tavsiye etti; ayni yilda Fraenkel,
benzer bir aksiyomu tavsiye etmig. Ayrica Cantor’a [4, p. 114] bakin.

1.3. Kiimeler ve Siniflar 15



1.4. Kardinaller

ON smifinin bir siralamasi vardir, ve bu siralama, icerilmedir, yani
€ ile gosterilen siralamadir. Se¢im Aksiyomuna (Axiom of Cho-
ice [29]) gore, her a kiimesinden bir § ordinaline giden bir esleme
(yani bir birebir érten génderme) vardir. O halde

a~f

ifadesini yazalim, ve a ile § kiimelerine eglenik densin [16, s. 82].
Eger a verilirse, ve a &~ 3 kogulunu saglayan ( ordinallerinin en
kiigiigii x (“kappa”) ise, o zaman k, a kiimesinin kardinalidir.
Tiim kardinallerden olusturulmus topluluk, bir sinif olacak, ve bu
sinifin igareti

KN

olacak. En kii¢iik sonsuz kardinal, w olur. ON smifindan KN
sinifina giden bir

§ = e
gondermesi vardir. Burada

Ng=w ve a< B e N, <Ng,

ve her sonsuz kardinal, bir a ordinali icin, X, bicimindedir. ki
kardinalin kardinal toplami ve kardinal ¢arpimi vardir, ama

Na s> NB - Na & NB — Nmaks{a,ﬁ}
Ayrical<k<wise Ny Bk=kDN, =R, @k =k N, =N,.
Genelde siyah harfler, stmflar1 gosterecek. Simdi A ile B, sinif ol-

sun.Eger A sinifinin her elemani, B sinifinin elemaniysa, o zaman
A smifina B simifinin altsiifi (subclass of the class B) denir, ve

ACB

16 1. Girig



ifadesi yazilir. Bu durumda B simifi, A sinifim1 kapsar (includes).
Igerilme (€) ve kapsanma (C) iligkileri, birbirinden tamamen fark-
hidir.

Ayirma Aksiyomuna (Separation Axiom [29|) gore, her kiime-
nin her altsmifi, bir kiimedir. Simdi, eger ¢(x) bir formiil ise, ve
a bir kiimeyse, o zaman Oyle bir sinif vardir ki her elemani, hem a
kiimesinin elemandir, hem de ¢(z) formiiliinii saglar. Bu sinif,

{r €a:p(@)}

olarak yazilir. Ayirma Aksiyomuna gore, bu sinif, bir kiimedir. O
zaman bu kiime, a kiimesinin bir altkiimesidir (a subset of the
set a).

Bir a kiimesinin tiim altktimeleri, bir sinif olugturur. Bu smuif, a
kiimesinin kuvvet smifidir (power class), ve

P(a)

olarak yazilir. Kuvvet Kiimesi Aksiyomuna (Power Set Axiom
[29]) gore, bu smuf, her zaman bir kiimedir. Cantor’un Teore-
mine* gore, her kiimenin kuvvet kiimesi, kiimeden kesinlikle daha
biiyiiktiir, yani kardinali daha biiyiiktiir. Bu teorem,

a< Z(a)

ifadesiyle soylenir.
Eger a ile b, iki kiimeyse, o zaman a kiimesinden b kiimesine
giden gondermeler toplulugu, bir kiimedir, ve bu kiime

“b

olarak yazilabilir. O zaman *2 ~ 2 (a). Eger k ile A, iki kardinal

ise, tanima gore

/i)\

*Levy’ye [13] gore Cantor, bu teoremi 1892 yilinda yayimlada.

1.4. Kardinaller 17



kuvveti, *x kiimesinin kardinalidir. Eger 2 < x < \ ise, o zaman

)

2)\ < /i)\ < (2%))\ —_ QH-A — 2)\,

ozel olarak k* = 2.
Simdi Z, tamsayilar toplulugu olsun. O zaman Z ~ w, ¢iinkii
tamsayilar, sonsuz bir

0,1,—-1,2,-2,3,-3.4,...

listesinde yazilabilir. Ayrica her tamsayi, w kiimesinin elemanlar:
gibi, bir kiime olarak diigiiniilebilir. Bunu gostermek icin, eger a
ile b, herhangi iki kiimeyse, o zaman

(a,b)

swrali ikilisi (ordered pair), {{a},{a,b}} kiimesi olarak tanimla-
nir.* O zaman n € w ve n > 0 ise, o zaman —n tamsayisi, (0,n)
olarak tanimlanabilir.

Bagka yontemle Z toplulugunun her r elemanini,

{(z,y) ewx w:x=y+r}

olarak tanimlanabiliriz. Bu tamima gore Z toplulugunun her ele-
mani, bir denklik sinifidir. Aslinda w x w ¢arpiminda Gyle bir
E denklik bagintis1 vardir ki

(a,b) E (¢,d) & a+d=0b+c,

ve Z toplulugu, (w x w)/E boliimii olarak tanimlanabilir.
Oyleyse Z toplulugu, bir smiftir. O zaman Yerlestirme Aksiyo-
muna gore 7, bir kiime olmali, ¢linkii Z ~ w.
Benzer gekilde Q kesirli sayilar toplulugu, dyle bir (Z x Z)/F
bolimidir ki

(a,b) F (¢,d) < ad = be.

18 1. Girig
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Sekil 2. Stern—Brocot Agaci

Ashinda Q ~ w, ¢linkii kesirli sayilar, Sekil 2’deki “Stern—Brocot
agact’ olarak, ve ondan sonra bir liste olarak, yazilabilir.

Simdi R, gercgel sayilar toplulugu olsun. Her kesirli say1, ger-
gel say1 olarak diigiiniilebilir. Ayrica her iki farkhi gergel sayinin
arasinda bir kesirli say1 vardir. O zaman R toplulugundan Z2(Q)
kuvvet kiimesine giden 6yle bir A gondermesi vardir ki her a gergel
sayisl i¢in

h(a) = {zx € Q: = < a},

ve bu gonderme, birebirdir. Oyleyse a sayisi, h(a) kiimesi olarak

*Bu, Kuratowski’'nin tanimidir [12]. Daha 6nce, Wiener [28] daha karmagik
bir tanim verdi.
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diigiiniilebilir, ve R, bir kiimedir. Ayrica
R Z(Q)~ Z(w) ve Z(w) xR
Ornegin
P(w) ~ L2
¢iinkdi “2 kiimesinden & (w) kiimesine giden bir

f={rew: f(z) =1}

eslemesi vardir, ve ayrica “2 kiimesinden R kiimesine giden bir
birebir
2 f(k)
fr ) i
k=0

gondermesi vardir. Sonug olarak, Schroder—Bernstein Teore-
mine gore

R~ Z(w),

¢linkii bu teoreme gore tiim a ile b kiimeleri i¢in
a<bxga=a=0b.

Simdi Cantor’un Teoreminden w < R. Ozel olarak Gyle bir a
olacak ki & > 0 ve R =~ N,. Ama « ordinalinin 1 olup olmadigin
bilmiyoruz. Kontinii Hipotezine (Continuum Hypothesis) gore
a=1yani w g a < Z(w) ise a = w. Genellestirilmis Kon-
tinii Hipotezine (Generalized Continuum Hypothesis) gore her
sonsuz b kiimesi igin b < ¢ < Z(b) ise b~ c.

Secim Aksiyomu hari¢ kiimeler kuraminin kullanacagimiz aksi-
yomlari, Zermelo—Fraenkel Aksiyomlaridir. Aslinda Zermelo’nun
verdigi aksiyomlar [29], asagidadir.

I. Uzama (sayfa 31’de).

II. Temel Kiimeler (Elementary Sets): &, {a}, ve {a,b} top-

luluklari, kiimedir.

III. Ayirma (sayfa 17'de).
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IV. Kuvvet Kiimesi (sayfa 17'de).

V. Bilegim (sayfa 15'te).

VI. Se¢im (sayfa 16’da).

VII. Sonsuzluk (sayfa 11’de).

(sayfa 10’daki Bitigtirme Aksiyomumuz, Zermelonun II. ve V.
aksiyomlar1 tarafindan gerektirilir. Ters olarak Bitistirme ve Bos
Kiime Aksiyomlarimiz, Zermelo'nun II. aksiyomunu gerektirir.) Sonra
iki aksiyom daha verildi:

VIII. Yerlestirme (sayfa 15'te).

IX. Temellendirme (Foundation [23]): Her bog olmayan a kii-
mesinin Oyle bir b eleman1 vardir ki a Nb = & (sayfa 34’e
bakin).

[V ile VII-IX A4 °™ aksiyomlar, Zermelo—Fraenkel Aksiyom-
laridir.

Birkag tane kisaltmalar kullanilir:

AC = Sec¢im Aksiyomu,
7ZF = Zermelo—Fraenkel Aksiyomlari,

ZFC = Zermelo—Fraenkel Aksiyomlariyla Se¢im Aksiyomu,
KH = Kontinii Hipotezi,

GKH = Genellestirilmis Kontinii Hipotezi.

O zaman
7ZFC =ZF + AC.

Godel'in kanitladig teoreme gore ZF tutarliysa (yani ondan bir
geligki ¢itkmazsa), o zaman ZFC aksiyomlar1 da tutarhdir, ve ayrica
ZFC aksiyomlariyla GKH tutarhidir |9, 10]. Sierpinski [22],

ZF + GKH = AC

gerektirmesinin gosterdi.* Cohen’in [5]| kanitladig: teoreme gore ZF
tutarliysa, o zaman ZF + - AC aksiyomlar1 da tutarlidir, ve ayrica

*Sierpinski’ye gore 1926 yilinda Lindenbaum ve Tarski, bu gerektirmesini
ilan ettiler, ama kanitin1 vermediler.
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ZFC 4+ —KH tutarhdir. Sierpinski'nin teoremi, agagidaki Teorem
122 olacaktir; Godel’in ve Cohen’in teoremlerini kanitlamayacagiz.
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2. Mantik

2.1. Formiiller

Formiillerde kullanacagimiz simgelerin birka¢ tane tiirii vardir:

1) degiskenler (variables): z, y, x, ...; xg, 1, Tg, .. .;
sabitler (constants): a, b, ¢, ...; ag, aq, as, ...;*
ikili baglayicilar (binary connectives): A, V, =, <
bir birli baglayici (singulary connective): —;
niceleyiciler (quantifiers): 3, V,
ayraglar (parentheses, brackets): (, );

7) bir yiiklem (predicate): € (epsilon).*
Bir terim (term), ya degigken ya da sabittir. Eger ¢ ile u, iki terim
ise, 0 zaman

N

U = W
— —

teu

ifadesi, bir b6liinemeyen formiildiir (atomic formula). Genelde
formiillerin tanimi, 6zyinelidir:

1. Boliinemeyen bir formiil, bir formildiir.

2. Eger ¢, bir formiil ise, o zaman

P

ifadesi de bir formildir.

*Bilinen degerler icin Latin alfabesinin baglangicindan harflerin kullaniligi,
ve bilinmeyen degerler igin Latin alfabesinin sonundan harflerin kullaniligi,
Descartes’te [7] goriiniir.

tBazen = ile < oklarmm yerine — ile <+ isaretleri yazilir. Bunlar1 kalemle
yvazmak daha kolaydir. Ama bu notlarda, F': A — B ifadesi, F' gondermesinin
A smifindan B sinifina gittiginin anlamina gelecek. Asagidaki sayfa 45’e bakin.

¥Yukaridaki sayfa g’daki dipnota bakm.

23



3. Eger ¢ ile 1), iki formiil ise, o zaman

(e A1), (o V), (o =), (¢ &)

ifadeleri de, formiildiir.
4. Eger ¢ bir formiil ise, ve x bir degisken ise, o zaman

dx ¢, Yz ¢

ifadeleri de formiildiir.

Formiillerin her tiiriiniin ad1 vardir:

1. —p formiilii, bir degillemedir (negation).

2. (¢ A1) formiilii, bir birlegsme veya tiimel evetlemedir
(conjunction).
(¢ V@) formiilii, bir ayrilma veya tikel evetlemedir (dis-
junction).
(p = @) formiilii, bir gerektirme (implication).
(¢ < @) formiilii, bir denkliktir (equivalence).
. Jdz ¢ formiili, bir 6rneklemedir (instantiation).
. Vx ¢ formiilii, bir genellestirmedir (generalization).
Bu tiirlerin adlari, ¢gok 6nemli degildir. Fakat agagidaki teorem ¢ok
onemlidir.

@

R

Teorem 1. Her formiilin tek bir sekilde tek bir tiri vardir.

Mesela ayn1 formiil, hem gerektirme, hem ornekleme olamaz:
dz (¢ = @) formili, gerektirme degil, 6rneklemedir; (3x ¢ = )
formiilii, 6rnekleme degil, gerektirmedir.

Ayrica (p A (¢ A9)) formiili, tek bir sekilde birlesmedir. Aslinda
sadece ¢ ile (¢ A 0) formiillerinin birlesmesidir. Eger A harfi, ¢ A
(¢ ifadesini gosterirse ve B harfi, ) ifadesini gosterirse, o zaman
(A A B) ifadesi, (¢ A (¢ A 0)) formiliini gosterir; ama tanmma
gore bu formiil, A ile B ifadelerinin birlesmesi degildir, ¢inkii A
ile B ifadeleri (yani A ile B tarafindan gosterilen ifadeler), formiil
degildir.
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Teoremi kanmitlamayacagiz. Fakat teoremi kullanarak asagidaki
Ozyineli tanimi1 yapabiliriz. Bir degigkenin bir formiilde birkag¢ tane
gegisi (occurrence) olabilir. Mesela Va (z € y < x € z) formii-
linde z degigkeninin ii¢ tane gegisi vardir (ve y ile z degigkenlerinin
birer ge¢igi vardir).

1. Boliinemeyen bir formiilde bir degiskenin her gecisi, serbest
bir gegistir.

2. Bir degiskenin ¢ formiiliindeki her serbest gegisi, -, (¢ *
), ve (Y * ) formiillerinde de serbesttir. (Burada * igareti,
herhangi bir ikili baglayicidir.)

3. Eger z ile y, iki farkls degisken ise, o zaman z degigkeninin
@ formiiliinde her serbest gegisi, Jy ¢ ile Vy ¢ formiillerinde
de serbesttir.

4. Jx @ ile Vx ¢ formiillerinde x degiskeninin hi¢ serbest gecisi
yoktur.

Bir formiilde bir degiskenin serbest gecisi varsa, bu degigken, for-
miiliin bir serbest degiskenidir. Serbest degiskeni olmayan bir
formiil, bir ctimledir. Ciimleler i¢in o, 7, ve p gibi Yunan harflerini
kullanacagiz.

2.2. Dogruluk ve Yanhshk
Bir ¢ formiiliiniin tek serbest degiskeni x ise, o zaman formiil

o()

olarak yazilabilir. O halde a bir sabit ise, ve = degigkeninin ¢ for-
miiliindeki her serbest gecisinin yerine a konulursa, ¢ikan ciimle

¢(a)

olarak yazlabilir. Simdi dogrulugu (truth) ve yanhghg: (false-
hood) tanmmlayabiliriz:
1. Eger b kiimesi, a kiimesini igerirse, o zaman a € b climlesi
dogrudur; igermezse, yanligtir.

2.2. Dogruluk ve Yanliglik 25



2. Eger o ciimlesi dogruysa, o zaman —o degillemesi yanligtir;
o yanlig ise, -0 dogrudur.

3. Eger hem o hem 7 dogruysa, o zaman (o A 7) birlegmesi de
dogrudur; o ile 7 ciimlelerinin biri yanlig ise, birlesmesi de
yanligtir.

4. Eger bir a kiimesi i¢in ¢(a) ciimlesi dogruysa, o zaman 3x ¢(z)
orneklemesi de dogrudur; hi¢ 6yle bir a yoksa, 6rnekleme yan-
ligtar.

5. (o V 1) ciimlesi, =(—o A =7) climlesinin anlamina gelir, yani
bu iki climle ayni zamanda ya dogrudur, ya da yanligtir.

6. (0 = 7) ciimlesi, (-0 V 7) climlesinin anlamina gelir.

7. (0 < 7) ciimlesi, ((c = 7) A (T = 0)) ciimlesinin anlammna
gelir.

8. Yz p(z) ciimlesi, =3z —p(z) climlesinin anlamina gelir.
Ozel olarak formiillerde V, =, <, ve V simgeleri gerekmez; sadece
kolaylik igin kullanacagiz. Ama (o = 7) ciimlesi dogrudur ancak
ve ancak 7 dogru veya o yanhgtir; ve (0 < 7) climlesi dogrudur
ancak ve ancak hem o hem 7 ya dogru ya yanlhgtir. Ayrica Vz ¢(z)
dogrudur ancak ve ancak her a kiimesi i¢in ¢(a) dogrudur.

Birka¢ tane kisaltma daha kullaniriz:

1. =t € u formiiliiniin yerine t ¢ v ifadesini yazariz;

2. Bir (¢ * 1) formiiliintin en digtaki ayraglarini yazmayiz.

3. = ile & baglayicilarina gore A ile V baglayicilarina 6nceligi
veririz: Mesela ¢ A ¢ = x ifadesi, (¢ A ¥) = x formiiliiniin
anlamina gelir.

4. p = p = yx ifadesi, ¢ = (¥ = x) formiiliiniin anlamia
gelir.

Bir ¢ formiiliiniin serbest degigkenleri x ile y ise, o zaman formiil

o(r,y)

olarak yazilabilir. O halde a ile b, iki sabit ise, ve x degigkeninin
¢ formiiliindeki her serbest gegisinin yerine a konulursa, ve ben-
zer sekilde y degiskeninin her serbest gegisinin yerine b konulursa,
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¢ikan climle
p(a,b)
olarak yazilabilir.
Genelde ¢ formiiliinlin serbest degiskenleri, bir & listesini olug-
turursa, o zaman formiil

(%)

olarak yazilabilir; ayrica
VT (), 37 ()

ctimleleri yazilabilir. Eger @, uzunlugun 7 listesinin uzunlugu olan
bir sabit listesiyse, o zaman

p(a@)
ciimlesi de gikar. Eger ¢(Z) ile ¢(Z), iki formiil ise, ve sadece dog-
rulugun tanimine kullanarak

VZ (p(7) & ¥(T))

ciimlesinin dogrulugu kanitlanabilirse, o zaman ¢ ile ¢ birbirine
(mantiga gore) denktir (logically equivalent): kisaca

@ denktir .

Oyleyse ¢ ile 1) birbirine denktir, ancak ve ancak her @ sabit listesi
i¢in, dogrulugun tanimana gore

p(d@) < (a)
ciimlesi dogrudur. Ornegin, yukaridaki tanimlara gore
eV denktir —(—p A1),
@ = ¢ denktir —¢ VY,
¢ <1 denktir (o= YP)A (Y= ),
Vr ¢ denktir —dz .

Ama Jy Vz (p(z) = z € y) ile Jy Vz (p(z) & = € y), denk
degildir.
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Teorem 2.
1. Her formiil, kendisine denktir.
2. Eger ¢ ile 1 denk ise, o zaman v ile ¢ denktir.
3. Eger ¢ ile ¢ denk ise, ve 1 ile x denk ise, o zaman ¢ ile x
denktir.

Kamit. 1. 0 < o her zaman dogrudur.

2. 0 < 71 dogru olsun. O zaman hem o hem 7 ya dogru ya
yanhstir. Oyleyse hem 7 hem o ya dogru ya yanlistir; yani 7 < o
dogrudur.

3. 0 & 7 ve T & p dogru olsun. Eger o dogruysa, o zaman 7
dogru olmali, ve sonug olarak p dogru olmali, dolayisiyla o < p
dogrudur. Benzer sekilde o yanlig ise 0 < p tekrar dogrudur. [

Teorem 3.
1. =1 = x ile p N = x denktir.
2. Eger x degiskeni, ¢ formiilinde serbest degilse, o zaman

Vo (o = 1) denktir ¢ = V.

Kamit. 1. 0 = 7 = p dogru olsun. Eger o A 7 climlesi de dog-
ruysa, o zaman hem ¢ hem 7 dogrudur, ve sonug olarak 7 = p
dogrudur, ve p dogrudur. Yani o A 7 = p dogrudur.

Tersi i¢cin ¢ A 7 = p dogru olsun. O zaman o A 7 yanlig veya p
dogrudur. Yani o yanlg, veya 7 yanhsg, veya p dogrudur. Eger o
dogruysa, o zaman 7 yanlig, veya p dogrudur, yani 7 = p dogrudur.
Sonug olarak 0 = 7 = p dogrudur.

2. Yz (0 = ¢(x)) dogru olsun. O zaman her a igin o = ¢(a)
dogrudur. Sonug olarak ¢ dogruysa, o zaman her a i¢in ¢(a) dogru-
dur. Yani 0 = Vx ¢(x) dogrudur.

Benzer sekilde 0 = Va ¢(z) dogruysa Vz (0 = ¢(z)) dogrudur.
O
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2.3. Esitlik
Yukaridaki sayfa 14’te dedigimiz gibi
t=u

ifadesi, Vx (z € t & 2 € u) formiiliiniin kisaltmasi olarak kullani-
labilir. O zaman = igareti, yeni bir yiiklemdir, ve tanimina gore

t =u denktir Vz (retexeu).

Burada x, herhangi bir degigken olabilir, ama ¢ ile v terimlerinden
farkli olmalidir. Ornegin = = y ifadesi, Yz (z €z & z €y)
formiliintin kisaltmasidir, ama Vz (x € v < x € y) formiiliiniin
kisaltmasi degildir.

O zaman

VeVy (x =y Vz(2€x s 2€y)) (%)
ciimlesi dogrudur. Yani tiim a ile b kiimeleri i¢in
a=beVr(recasxeb)

ciimlesi dogrudur. Bu ciimle, < simgesinin tanimina gore, iki clim-
lenin birlesmesine denktir, ve bu cilimleler,

a=b=Vr(rcaereb), Vr(rcasreb)=a=0
O zaman tiim a ile b kiimeleri igin, hem
Vei(r€asxeb)=a=0
dogrudur, hem de, Teorem 3’e gore, her ¢ kiimesi i¢in,
a=bNcea=cebd

dogrudur.

Bizim i¢in, (%) climlesinin dogrulugu, bir tammdir. Yani, sim-
gesi € olan icerilme bagintisi, temel bir bagintidir, ama esitlik
bagintisi, yukaridaki (%) ctimlesini saglayan bir = bagmtisidir.
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Teorem 4. Tim a, b, ve ¢ kiimelert i¢in

a=a, a=0b=b=a, a=bANb=c=a=c
ctimlelert dogrudur.
Alistirma 1. Teoremi kanitlayin.

Teoreme gore esitlik bagmtisi, doniiglii (reflexive), simetrik
(symmetric), ve gegisgli (transitive) bir bagintidir; kisaca bir denk-
lik bagintisidir (equivalence relation).

Teoremin dolayisiyla a = b A b = ¢ ciimlesinin kisaltmasi olarak
a = b = c ifadesi yazilir; yani

a=b=c denktir a=bAb=c
Ik resmi aksiyomumuz su:
AKSIYOM 1 (Esitlik). Tdm a, b, ve ¢ kiimeleri igin
a=bhNacc=bec
ctimlest dogrudur. Yani
VeVyVz (x=yANz € z=y¢€ 2)
ctimlest dogrudur.

Bu aksiyomun bagka bicimleri vardir, mesela:

1. Tlim a, b, ve ¢ kiimeleri igina=b=a € c="b € c.

2. Tim a ile b kiimeleri i¢gin Vz (a =b=a € x = b € z).
Tim a ile b kiimeleri igin Vx (e =bAa € x = b€ x).
Tim a ile b kiimeleri i¢gin a =b = Vz (a € v = b € z).
VeVy (z=y=Vz(x€z=y€ 2)).

VeVyVz (r=y=x€2=yE2).

SRR ALl

Alistirma 2. a = bAVz (a € x = b € x) ciimlesi, Esitlik Aksiyomun-
dan kanitlanabilir mi?
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Teorem 5. Her p(x) tek serbest degiskenli formili i¢in

a="bAp(a) = o(b) (1)
ctimlesi dogrudur.

Kanat. Formiillerin 6zyineli tanimi nedeni ile, tdmevarim kullana-
biliriz.

1. Ik olarak ¢ béliinemesin. Yani ¢(z), ya ¢ € x veya = € ¢
bi¢iminde olsun. O zaman (1) ciimlesi, ya egitligin tanimindan, ya
da Esitlik Aksiyomundan, dogrudur.

2. Eger ¢, ya 1 yada x ise, (1) dogru olsun. Simdi a = bA(¢(a)A
x(a)) dogru olsun. O zaman hem a = b A ¢)(a) hem a = b A x(a)
dogru olmali. Sonug olarak varsayimimizdan hem ¢ (b) hem x(b)
dogru olmali, yani 1(b) A x(b) dogru olmali. Oyleyse ¢, 1 A x ise
() dogrudur.

3. Son olarak, tim ¢ i¢in ¢(z), ¥(x,c) ise, () dogru olsun.
Simdi a = b A Jy ¢(a,y) dogru olsun. O zaman bir ¢ i¢in a =
b A p(a,c) dogru olmal, dolayisiyla (b, c) dogru olmali. Sonug
olarak 3y o(b,y) dogrudur. Oyleyse (), Iy @(x,y) ise (1) dog-
rudur. [

Kitaplarin cogunda hem € hem =, temel bagintidir, ve yukari-
daki sayfa 2g’daki (x) climlesi, tamim degil, Uzama Aksiyomu-
dur* (Axiom of Extensionality [29]). Bu kitaplarda her ¢(x) tek
serbest degigkenli formili i¢in (f) ctimlesi, bir mantiksal aksi-
yomdir.

2.4. Siniflar

Bir ¢(z) formiilii ve bir a kiimesi i¢in ¢(a) ciimlesi dogruysa a
kiimesi, ¢(z) formiiliini saglar (satisfies). O zaman ¢ formiiliinii
saglayan kiimeler toplulugu vardir. Bu topluluk

{z: o(z)}

*Veya Kiime Esitligi Aksiyomu [16].
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olarak yazilir, ve ona ¢ tarafindan tanimlanmig sinif (class
defined by ) denir.

Yukaridaki sayfa 23’teki tanima gore bir degigken veya sabit, bir
terimdir. Daha kesinlikle bir kiime terimidir (set term). Simdi,
eger x degiskeni, ¢ formiiliiniin serbest bir degiskeniyse, ¢ formii-
liinii

olarak yazariz. O zaman

ifadesi, bir simif terimi (class term) olacak. Simf terimlerini for-
miillerde kullanabiliriz, ama simdilik, sadece € igaretinin saginda.
Bir x degigkeninin bir ¢(...y...) formiiliindeki serbest gegisi, bir

te{y:o(..y...)}

formiiliinde (hala) serbesttir. Eger = degigkeninin (... x...) for-

miiliiniindeki her serbest ge¢iginin yerine a sabitini koyarsak ¢(...a. ..

formiilii gikar. Simdi tanima gore
ac{r:p(...x...)} denktir ¢(...a...).

Bir sabit veya bir {x: p(z)} simf terimi, kapali (closed) bir
terimdir. Kapali bir terim, bir kiimenin veya bir simifin adidir.
A, B, C gibi biiyiik siyah harfleri kapali sinif terimleri olarak
kullanacagiz. O zaman sayfa 29’daki tanima gore

A =B denktir Vz(r€ A< xe€ B),
a=B denktir Vz (r €a< 1z € B),
B =a denktir a=B.

Sonug olarak
a={x:x€a}.

Yani her kiime, bir sinifa egittir. Ama tersi yanhgtir; bildigimiz gibi
bazi siiflar hicbir kiimeye esit degildir:
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Teorem 6 (Russell Paradoksu [21]). {z: z ¢ x} sinufs, hichir ki-
meye esit degildir.

Kamit. Bu teoremi zaten sayfa 13’te kamtladik. Simdi bir kanit
daha verecegiz. * ¢ x formiili tarafindan tamimlanmig simf, A
olsun. O zaman her b kiimesi i¢in

be Acbéb

dogrudur. O zaman Vz (z € A < x € b) climlesi yanhgtir. Esitligin
tanimina gore b # A. [

Simdi smif terimlerini € igaretinin solunda kullanabiliriz, ama
¢ikan ciimle dogru olacagi igin sinif terimi bir kiimeyi adlandirmal:

A€ B denktir Jz(x=AAzx € B).

Eger Vz (r € A = x € B) dogruysa, o zaman A, B smifinin
altsimifidir (subclass), ve A C B ifadesini yazariz. Yani

A CB denktir Vz(re€ A=z € B).

Teorem 7.
1. Tim A ile B simiflar igin

A=B denktir ACBANBCA.
2. Tim A, B, ve C sunaiflar: i¢in
ACBABCC=ACC
climlesi (mantija gore) dogrudur.

Alistirma 3. Teoremi kanitlayin.
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2.5. Islemler
Siniflarla birkac tane ikili islem vardir. Once

ANB={x:2x€ ANx € B},
AUB={z:x€ AVz € B}.

Bunlar sirasiyla A ile B smiflarmin kesigimi (intersection) ve
bilesimi (union).

Teorem 8. Tim A, B, ve C siniflart i¢in

ANB=DBnNA,
AUB=BUA,
ANn(BNnC)=(AnB
AU(BUC)=(AUB
ANn(BUC)=(AnNnB)U
AU(BNC)=(AUuB)N

nc,
ucC,

ANC),
AUC).

o~ o~ — ~—

Kanit. x € ANxr € B denktir z € BAx € A, vesaire. n

Ondan sonra
ANB={z:z€ ANz ¢ B},
bu sinif, A simfinin B siifindan farkidir (difference). O zaman
AANB=(ANA)U(B\ A);

bu sinif, A ile B smiflarinin simetrik farkidir (symmetric diffe-
rence).
Teorem 7 sayesinde bir A C B A B C C ciimlesinin yerine

ACBCC

ifadesini yazabiliriz. Ornegin sonraki teoremi yazabiliriz.
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Teorem g. Tim A ile B simiflar: i¢cin
ANBCACAUB, ANBCBCAUB.
Alistirma 4. Teoremi kanitlayin.
Smiflarda bir birli iglem vardir:
A ={z:z ¢ A};
bu simif, A siifinin tiimleyenidir (complement).
Teorem 10 (De Morgan Kurallart*). Tim A ile B sinuflar i¢in
(ANB)* = A°U B¢, (AUB)* = A°N B".
Alistirma 5. Teoremi kanitlayin.

Icerilme bagintisini kullanarak birkac tane birli islemi daha ta-
nimlayabiliriz:

ﬂA:{x:Vy(yeAéxGy)}a

JA={z:Fy(zecyryc A},
PA)={z:Vylycz=yec A}
={z: 2 C A};

bunlar sirasiyla A sinifinin kesigimi (intersection), bilesimi (union),
ve kuvvet sinifidir (power class).

Teorem 11. Egera € B ise

(1Bcac|B.

Alistirma 6. Teoremi kanitlayin.

*Aslinda bu kurallar1, Augustus De Morgan’in (1806—71) eserlerinde bula-
madim, ama Venedikli Paulus’un (~1369-1429) eserlerinde [1, 31.35] buldum.
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Son olarak sayfa 14’teki gibi
V ={z:z =z},
ve

o ={x: x # x},
{a} = {z: v = aj,
{a,b} ={z: 2 =aV 2z =0},
{a,b,c} ={z:z=aVr=>bVzr=c}

Buradaki @ smifi, bog siiftir.

Teorem 12.

Ne=V, Je=2
Alistirma 7. Teoremi kanitlayin.*
Bu altbéliimiin
ANB, A%, 2,
AUB, A, v {a},
A A B, U A, ’ {a, b},
A\B’ L@(14)7 {a,b,c}

ifadeleri, sinif terimidir. Her A veya B teriminin yerine bagka bir
terimi koyabiliriz. Zaten bu sekilde (A~ B)U (B ~\ A) gibi ifade-
leri yazdik. Fakat gimdilik kii¢iik harfler harig, kiime terimlerimiz
yoktur. Bu durum hemen degisecek.

*Baz1 kitaplarda A bos ise () A kesigimi tanimlanmaz. Ornegin [16, s. 51
& 285] kaynagina bakin.
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3. Dogal Sayilar

3.1. Dogal sayilar kiimesi

Dogrulugun sayfa 25’teki tanimina gére 4z x = a ciimlesi dogru
mudur? Yani 3z Yy (y € z < y € a) ciimlesi dogru mudur? Eger
bir b kiimesi i¢in b = a ctimlesi, yani Yy (y € b < y € a) ciimlesi,
dogruysa, o zaman 3z x = a ciimlesi de dogrudur. Aslinda Teorem
4’e gore a = a climlesi dogru, degil mi? O halde dx = = a climlesi
dogru olmali.

Ama bu iddia pek dogru degildir. Bir a kiimesi varsa, o zaman
Jx & = a ciimlesi dogrudur. Bir kiime varsa, bu kiimeye a denile-
bilir, ve sonug olarak dx z = a ciimlesi dogru oluyor. Bu ana kadar
hig kesin bir kiimemiz olmadi. Ama kiimeler olmali, ve birini zaten
biliyoruz:

AKSIYOM 2 (Bos Kiime). @ bos sinf, bir kiimedir:

Jz Vy (y ¢ z)

ctimlest dogrudur.

Bu aksiyom sayesinde @ isareti, bir kiime terimidir. Bu yiiz-
den {@} ve {@,a} gibi smf terimlerini yazabiliriz. Bu terimler
de, kiime terimi olacak. Bog kiime gibi bilinen kiimelerden yeni
kiimeler olugturulabilir:

AKSIYOM 3 (Bitistirme). Tim a ile b kiimeleri i¢in a U {b}
staf, bir kimedir:

VeVy JzVw (weze werVw=y)

ctimlesi dogrudur.
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Teorem 13 (Temel Kiimeler). Tim a ile b kiimeleri i¢in {a} ile
{a,b} simflars, kimedir:

VedyVz(z€ye z=ux),
VeVy JzVw (w ez w=xVw=y)

ctimlelert dogrudur.

Kanit. Bog Kiime ile Bitigtirme Aksiyomlarina gore {a} siifi, @U
{a} kiimesine esittir, ve {a, b} simfi, {a} U{b} kiimesine egittir. [

Ozel olarak her a kiimesi i¢in a U {a} bir kiimedir. Bu son kiime,
a’ olsun. Yani her a kiimesi igin

a =aU{a}

olsun. a’ kiimesi, a kiimesinin ardilidir (successor). Sik sik ardil-
lar1 alarak

%] @/’ @ll, ®//I7

kiime dizisini olusturabiliriz. Bu dizi,

o, {2} {e.{e}}. {e(eh{e{o}}},

Yukaridaki sayfa 11’deki gibi bu kiimeler,

0, 1, 2, 3,

dogal sayilar1 olacak. Elemanlar1 tim dogal sayilar olan bir siif
var midir?
Dogal sayilarin toplulugunun iki 6zelligi vardir:
1. 0, bu topluluktadir.
2. Eger a, bu topluluktaysa, aU{a} kiimesi de, bu topluluktadir.
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Bu o6zellikleri olan kiimeler, bir sinif olusturur. Yani
Q={r:0cxAVy (yer=>yU{y}cx)}
esitligini saglayan bir €2 smifi vardir.

Teorem 14.
1. 0e Q.
2. Egera € (S ise, o zaman aU {a} € Q.
3. Eger a C(Q ise, ve a,

0€a, Ve (x € a=xU{z} € a)
ozelliklerini saglarsa, o zaman a = [ €2.

Kanat. 1. Eger a € Q ise, o zaman 0 € a. Sonug olarak 0 € () Q2.
2. a € Q2 olsun. O zaman € smifinin her b eleman: igin a € b.
Ayrica b € Q yliziinden Vy (y € b = yU{y} € b) climlesi dogrudur.
O zaman a U {a} € b olmali. Sonug olarak a U {a} € (€.
3.0 €aveVe (x € a = xU{x} € a) dogru olsun. O zaman
a € €2. Bu ylizden Teorem 11’e gore [ C a olmali. Eger ayrica
a C (N ise, o zaman Teorem 7’ye gore a = () €2. O

Bu teoreme ragmen eger
AC(1Q, 0€A Va(zeA=a2U{z}cA) (¥
ise A = (€2 ciimlesini sonuglandiramiyoruz. Neden? Ciinkii Te-

orem 12’ye gore
o=V

(yani (@ = V), ve Q simufinin bog olmadigini simdilik bilmiyoruz.
Bu durumu hemen degistirebiliriz:

AKSIYOM 4 (Sonsuzluk). Q # 0, yani
Jz (0€exAVy (yex=yU{y}€a))

ctimlesi dogrudur.
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Hala yukaridaki (x) satirindaki varsayilardan A = () €2 ciimle-
sini sonuglandiramiyoruz. Neden? Bir tane aksiyomu daha kulla-
narak bunu sonuclandirabiliriz:

AKSIYOM 5 (Ayirma). Bir kiimenin her altsinafi, bir kimedir,

yani her p(x) formili i¢in
Ve IyVz (z €y e z€xnp(z))

ctimlest dogrudur.

Simdi her a kiimesi ve ¢(x) formiilii i¢in {z: € aAp(x)} sify,
bir kiimedir, ve bu kiime

{z € a: p(2)}
olarak yazilir.
Teorem 15. Bir sinif bos degilse, kesisimi bir kiimedir.

Kanit. a € B olsun. Teorem 11’e gore (| B C a. Ayirma Aksiyo-
muna gore [ | B kesigimi, bir kiime olmal. O

w:ﬂﬂ

esitligini saglayan bir w kiimesi vardir. Bu kiimenin elemanlari,
von Neumann dogal sayilaridir. w isareti, yeni bir kiime teri-
midir. Bundan sonra 2 siif terimini kullanmayacagiz.

Simdi Teorem 141 asagidaki bi¢cimde yazabiliriz:

1. 0 e w.

2. Eger a € w ise, o zaman d’ € w.

3. Eger a C w ise, ve a,

Ozel olarak

0 € a, Vo (x€a= 2" €a)

ozelliklerini saglarsa, o zaman a = w.
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Ayrica her kiimeninki gibi w kiimesinin de her altsinifi, bir kii-
medir. Sonu¢ olarak w kiimesinin bazi ozelliklerini tiimevarim
(induction) yontemiyle kanitlayabilecegiz.

Aslinda bazen w kiimesinin iki 6zelligininin daha kullanilmasi
gerekecek. Vr ' # 0 apagiktir. Ama k ile m, dogal sayilar ise, ve
k' = m’ ise, k = m esitligini elde etmek, biraz daha zor olacak.

Miimkiinse k£’ = m’ ama k # m olsun. O zaman k € m ve m € k
olmali. Bundan £ € k ciimlesini sonu¢landirmak istiyoruz.

Eger bir A simifi,

VeVy (xt€e ANycer=yecA)

ciimlesini saglarsa, o zaman A simfina gegigli (transitive) denir.
Oyleyse her gegisli sinifin her elemani, siifin bir altkiimesidir de.

Teorem 16. w kimesinin her elemans, gecislidir.

Kanit. a, w kiimesinin gecisli elemanlar1 kiimesi olsun. Yani

a={rew:YyVz(yexhzey=zcu)}
={rew:Vy(ycr=yCux)}

olsun. O zaman 0 € a. Timevarym hipotezi olarak b € a olsun.
b € a ctimlesinin dogrulugunu gosterecegiz. ¢ € b’ olsun. Ya ¢ € b
yva da ¢ = b. Eger ¢ € b ise, o zaman hipotezimize gore ¢ C b. Her
durumda b C V. Oyleyse ¢ C ¥. Ama ¢, V' kiimesinin herhangi
bir elemanidir. Sonug olarak ¥ € a. Tiimevarimdan (yani Teorem
14’lin sayfa 40’taki bi¢iminden) a = w. [

Teorem 17. w kimest, gegislidir.
Alistirma 8. Teoremi kanitlayin.
Alistirma g. {O, 1, {1}} kiimesinin gecisli oldugunu kanitlayin.

Teorem 18. w kiimesinin hicbir elemam, kendisini icermez.
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Kanat. Tekrar tiimevarimi kullanacagiz. Ciinkii bos kiimenin hig-
bir elemani yok, 0 ¢ 0. Simdi a € w ve a ¢ a olsun. Eger o’ € o
ise, ya @’ € a ya da @’ = a. Her durumda, gecen teoreme gore,
a' C a, dolaysiyla a € a (¢linkii a € a’). Bu sonug, varsayimimizla
celigir. O zaman a’ ¢ a’ olmali. Tiimevarimdan kanitimiz bitti. [

Teorem 19. w kimesinin tim k ile m elemanlary i¢in k' = m/
ise k=m.

Kanat. Miimkiinse k' = m’ ama k # m olsun. Dedigimiz gibi k €
m ve m € k olmali. Teorem 16 ve 18’ gore k € k ve k ¢ k, bir
celigkidir. O

Simdi, Teorem 14’tekiler dahil, w kiimesinin beg tane 6zelligi
vardir:

1. 0 e w.

2.V (z € w=2 € w).

3. V& (zgw/\OEx/\‘v’y(yExéy’Ez)#x:w).

4. Vo (x € w =2’ #0).

5 VaVy (zewAyewAr =y = x=y).
Bu ozelliklerin énemi, 1887 yihinda Dedekind |6, II, §71] tarafin-
dan, ve 1889 yilinda Peano [18| tarafindan, fark edilmigtir. Sik
stk Peano Aksiyomlari, bu 6zelliklere denir, ama Dedekind—
Peano Aksiyomlar: de kullanilabilir. Aslinda bizim igin aksi-
yomlar degil, teoremdirler.

Peano Aksiyomlarindan dogal sayilarin tiim o6zellikleri elde edile-
bilir. Mesela iyisiralama 6zelligi elde edilebilir. Ashinda w, igerilme
(€) bagmtisi tarafindan iyisiralanir. Ama bir bagint1 nedir?
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3.2. Bagintilar

Herhangi a ile b kiimeleri i¢in {{a}, {a,b}} kiimesi (a,b) sirah
ikilisi (ordered pair) olarak yazlir. Yani*

(a,b) = {{a},{a, b}}.

Teorem 20. Tim a, b, ¢, ve d kiimelert i¢in
(a,b) =(c,d) a=cANb=d
ctimlest dogrudur.
Alistirma 10. Teoremi kanitlayin.
Alistirma 11. Asagidaki denkliginit kanitlayin:
{{a,1},{b,2}} = {{c,1},{d,2}} @ a=cAb=d.

Alistirma 12. Asagidaki denkliginit kanitlayin:

{{{ar.0} {1} } = {10}, {at} } a=cnb=ad

Simdi her ikili ¢(z,y) formiili i¢in

{z: 32 3y (2 = (z,y) Ap(z,y)) }
sinifi,
{(x,y)i <:0(I7y)}

olarak yazilabilir. Oyle bir smif, bir ikili bagintidir (binary rela-
tion). Ornegin:

*sayfa 19’daki notta dedigimiz gibi bu tanmm, Kuratowski'nin [12] 1921
yilinda verdigi tanimdir.

THeijenoort’a [26, s. 224] gore bu denklikte, Hausdorff'un 1914 yilinda ver-
digi sirali ikili tanim bulunmustur.

iBu denklikte, Wiener’in [28] 1914 yilinda verdigi siral ikili tanim bulun-
mustur.
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1. Icerilme bagmtisy, {(z,y): = € y} smfidir.

2. Esitlik bagmtisy, {(x,y): = y} smufidir.

Aym sekilde, eger R, bir ikili bagmntiysa, o zaman (x,y) € R
formiiliiniin kisaltmasi olarak x R y ifadesini yazariz, yani

x Ry denktir (z,y) € R.
A ile B, iki smif ise, o zaman tanima gore
Ax B={(z,y): x € ANy € B};

bu bagint1, A ile B simiflarinin ¢garpimidir (product). Eger R C
Ax B, ozaman R, A sinifindan B sinifina giden bir bagintidir
(relation from A to B).

Smiflar arasindaki bir bagintinin kendisi, bir siiftir. Sirali iki-
lilerin tanimi, siniflarla bagintilar1 birlegtirir. Benzer sekilde New-
ton’un Agirlik Kanunu, Ay’in Yer’in etrafinda doniisii ile nesnelerin
Yer’e diigiiglinii birlegtirir.

Eger F',

VeVyVz(x FyNx F z=y=z2) (1)

climlesini saglayan bir ikili bagintiysa, o zaman
(1) F bagmtisina gébnderme veya fonksiyon denir;
(2) {z: Jy x F y} smifina F gondermesinin tanim simifi (do-
main) denir;
(3) {y: 3z = F y} simfina F' géndermesinin deger sinifi (range)
denir.”

*Bu notlarda bir génderme, sadece (1) ciimlesini saglayan bir F' ikili bagin-
tisidir. Fakat baz1 kaynaklarda (6rnegin [16, s. 70] kaynaginda) bir génderme
veya fonksiyon, (1) (1) climlesini saglayan bir F ikili bagintisy, (2) {y: 3z = F
y} smfina esit bir A smfi, ve (3) {y: Iz « F y} simfim kapsayan bir B
siifi tarafindan olugturulmus bir iglidiir. O halde (agsagidaki sayfa 45’teki
gibi) F: A — B ifadesi yazilir. Ayrica, B sinifina géndermenin deger sinifi
(veya varig sinaft) denilebilir. Ingilizcede codomain kullanilir. Ama buradaki
B smifi, sadece F' simifi tarafindan belirtilmez, ve buna higbir ad vermiyoruz.
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Bu durumda z F' y formiiliiniin yerine
y = F(z)

ifadesini yazariz, ¢iinkii @ F b dogruysa, o zaman b kiimesi, a
kiimesi tarafindan belirtilir. Buradaki F'(z) ifadesi, yeni bir kiime
terimidir. O zaman F,

z+— F(x)

olarak yazilabilir; yani
(z = F(z)) ={(z,y): y = F(z)}.

Ornegin:

1. Her a kiimesi i¢in = + a gdndermesi, sabit gondermedir
(constant function). Mesela x +— 0, x +— 1, ..., x + w, ... sabit
gondermeleri vardir.

2. x +— z, 6zdeslik géndermesidir (identity function).

3. ¢ — ', ardil géndermesidir (successor function) veya ar-
dillamadir (succession).

Eger F' gondermesinin tanim siifi A ise, ve deger sinifini, bir B
siifi tarafindan kapsanirsa, o zaman

F:A—- B

ifadesini yazariz. Yani bu ifade,

VeVy(r Fy=x€ ANy € B)
AVz (z € A= Ty (z Fy))
ANV VyVz (z Fyhe F z=y=2)

climlesinin kisaltmasidir.
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3.3. Siralamalar

Siralama (ordering),
Ver—-z Rz, VeVyVz(x RyAyRz= 1z R z)

ciimlelerini saglayan bir R ikili bagmtisidir. Ornegin sayfa 20’de
bahsedilen ve sayfa 106’da kanitlanan Schréder—Bernstein Teore-
mine gore < bagintisi, bir siralama olacaktir. Ayrica

ACB denktr ACBANA#B

olsun; o zaman C bagintisi da, bir siralamadir.
Belki bir R bagintisi, bir siralama degildir, ama bir A smifi igin

RN(Ax A)

kesisimi, bir siralama olabilir. O zaman A, R tarafindan siralanir.
Ornegin €, siralama degil; ama Teorem 16 ve 18’e gore € bagintisi
w kiimesini siralar.

Eger A smifi, R tarafindan siralanirsa, ve iistelik

VeVy (r€e ANye ANz#y=c2RyVyRuzx)

dogruysa, o zaman R, A smifinin bir dogrusal (linear) siralamasi-

dir.
Teorem 21. € bagintisi, her dogal sayimin dogrusal siralamasidar.
Alistirma 13. Teoremi kanitlayin.

Eger

1) R, A smifinin dogrusal siralamasiysa,

2) A smufinin her bog olmayan b altkiimesinin R siralamasina

gore en kiigiik elemani (least element) veya minimumu
(minimum)* varsa, yani

YV (x C ANz # 0= Ty (y € zAVz (2 € 2x{y} :>sz))>

*Latincede “kiiclik” parvus, -a, -um; “daha kiiciik” minor, -us; “en kiigiik”
minimus, -a, -um [17, Lectio 12, s. 114].
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dogruysa, ve
3) A smifinin her b eleman i¢in {z: x € A Az R b} smifi bir
kiime ise,
o zaman A, R tarafindan iyisiralanir (well-ordered). A zaten
bir kiime ise, kosul 3 dogrudan dogruya saglanir; ama bu kosul,
Teorem 28’de kullanilacaktir.

Teorem 22. € bagintisy, her dogal sayinin iyisiralamasidar.
Alistirma 14. Teoremi kanitlayin.

Teorem 23. w kimesinde € ile C, aynt bagintidir, yani
VeVy (zewAhycw= (z€yszCy))
dogrudur.

Kanat. k ile m, dogal sayilar olsun. Teorem 16 ve 18’e gore k € m
ise k C m.

Simdi & C m olsun. Onceki teoreme gére m ~ k farkinm en
kiigiik £ elemani vardir. O zaman ¢ € m, dolayisiyla £ C m. Ayrica
a € [ ise a € k olmali (¢iinkii a € m, ama igerilmeye gore /,
m ~ k farkinin en kiiciik elemamdir). Oyleyse £ C k. Ama b € k
ise b € m, dolayisiyla £ € b veya £ = b veya b € £. Ancak ¢ ¢ b ve
¢ # b (ciinkii b C k ve £ ¢ k). Oyleyse b € £. Sonug olarak k C /.
Fakat ¢ C k. O zaman k = ¢, dolayisiyla k € m. m

Teorem 24. w, icerilme tarafindan iyisiralanar.

Kanat. w kiimesinde m ¢ k ve m # k olsun. Yani (6nceki teoremi
kullanarak) m ¢ k olsun. O zaman m \ k farkinin en kiigiik ¢
eleman1 vardir. Gegen kanittaki gibi ¢ C k, yani ¢ € k veya { = k.
Fakat ¢ ¢ k. Sonuc olarak ¢ = k, dolayisiyla k& € m. Oyleyse
igerilme, w kiimesinin bir dogrusal siralamasidir.

Ayrica a C w ve n € a ise, ya n kiimesi a kiimesinin en kiigiik
elemanidir, ya da n N a kesisimi bog degildir. Son durumda bu
kesigimin en kii¢lik elemani vardir, ve bu eleman, a kiimesinin en
kiigiik elemanidir. O]
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3-4. Ordinaller

Onceki iki teoremin kanitlari, dogal sayilarm sadece gecislilik ve
iyisiralama Ozelliklerini kullanmaktadir. Bir ordinal,
1) gegisli ve
2) € tarafindan iyisiralanmig
bir kiimedir. Ordinaller,
ON

sinifini olugturur. O zaman Teorem 16 ve 22’ye gore
w C ON.

Ustelik Teorem 17 ve 24’ gore
w € ON.

Dolayisiyla w’ € ON.

Teorem 25. Her ordinalin ardili, bir ordinaldir.

Alistirma 15. Teoremi kanitlayin.

Teorem 26. ON sinifinda € ve C, ayni bagintidur.

Alistirma 16. Teorem 23'lin kanitini kullanarak bu teoremi kanitlayin.
Teorem 27. ON gecislidir.

Kamit. « bir ordinal olsun, ve § € « olsun. O zaman § C «a.
Bu durumda g, € tarafindan iyisiralanir. Simdi v € 3 olsun. O
zaman vy € «, dolayisiyla v C a. O zaman § € v ise § € a. «a,
€ tarafindan iyisiralandigindan, 0 € f, ¢iinkii 5, v, ve d, hepsi
a kiimesindedir, ve 6 € v, ve v € f. Kisaca 6 € v = § € [,
yani v C 3. Ama +, 3 kiimesinin herhangi bir elemanidir. Oyleyse
B, gegiglidir. Sonug olarak 3, bir ordinaldir. Ama S, « ordinalinin
herhangi bir elemanidir. O zaman o € ON. Ve «, herhangi bir
ordinaldir. Oyleyse ON gecislidir. O
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Teorem 28. ON sinifi, € tarafindan iyisiralanar.
Alistirma 17. Teoremi kanitlayin. (Teorem 24'e bakin.)

Teorem 29 (Burali-Forti Paradoksu [3]). ON swnafi, kiime degil-
dir.

Kamit. sayfa 15'te dedigimiz gibi ON bir kiime olsaydi, Teorem
27 ve 28’¢ gore ON € ON, ki bu sagmadir (¢iinkii ON sinifinda
€ doniigsiizdiir). O

ON simifinin bir a altiimesinin en kii¢iik elemani
min a
olarak yazilabilir. Ju andan itibaren

a? /87 77 67 97 12

kii¢iilk Yunan harfleri, her zaman ordinal sabiti olacaktir. Yani
a € ON,

vesaire. Ayrica Teorem 26 sayesinde « €  veya o C (8 formiiliiniin
yerine
a<p

ifadesini yazabiliriz, ve o € fV a = [ veya a C ( formiiliiniin
yerine
a<p

ifadesini yazabiliriz. Ayrica

£, n, ¢

Yunan harfleri, ordinal degiskeni olacaktir. Ornegin

{&: e(©)} = {x: 2 € ON A p(x)}.
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Teorem 30. a < = o < 3, dolayiswyla
o =min{¢: a < ¢},

yani her ordinal i¢in daha biyiik ordinaller sinifinin en kiigik ele-
mans, ordinalin ardilidr.

Alistirma 18. Teoremi kanitlayin.

Son teoreme gore, eger o bos veya ardil degilse, ve S € « ise, o
zaman (" < « olmalhdir. Bu durumda, « ordinaline limit denir.

Teorem 31. w, bir limittir. Ashnda en kiicik limittir.
Alistirma 19. Teoremi kanitlayin.

Teorem 32. min(ON \ a) = a.

Alistirma 20. Teoremi kanitlayin.

Teorem 33. w, hem limit olmayan hem limit icermeyen ordinal-
ler sinafadir. Yani

w={: =0V Yy =AYz (z €= 2=0vTyy =2)}. (1)

Kamnit. Verilen smif, A olsun. Tiimevarimla (veya Teorem 31 ile)
her dogal say1, ne limittir ne limit icerir. Boylece w C A. Ote yan-
dan, o € A\ w ise, o zaman son teoreme goére w < «, dolayisiyla
a ya bir limittir ya da bir limit igerir, ve sonug olarak o ¢ A.
Kisaca A C w, ve sonug olarak A = w. O]

Bu teoremin kaniti, Sonsuzluk Aksiyomunu kullanmaz, dolay-
siyla (1) esitligi, w smifinin tanimi olarak kullanilabilir. O halde
sayfa 42’deki Peano Aksiyomlari yeniden kanitlanmalidir.
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3.5. Ozyineleme

w kiimesinde toplama, bir ikili iglem olacak, yani w X w carpi-
mindan w kiimesine giden bir génderme. Bu iglem,

(z,y) =z +y

olarak yazilir. O zaman her k£ dogal sayisi i¢in bir z — k + x birli
islemi olacaktir. Bu iglemin 6zelliklerinden ikisi,

k+0=k, Vo (z€w=k+a = (k+az)) (§)

olacaktir. Aslinda w kiimesindeki birli iglemlerden en ¢ok birinin
bu 6zellikleri vardir. Clinkii f: w — w, f(0) =k, ve Vz (m cw=
f(@') = f(z)') olsun. O zaman f(0) =k + 0, ve f(m) =k+m
ise f(m') = f(m) = (k+m) = k+m'. Timevarimla her n dogal
sayist i¢in f(n) =k +n.

Neden w kiimesindeki birli iglemlerden en az birinin (§) satirin-
daki ozellikleri vardir? & = 0 durumunda her n i¢in k +n = n
olsun. O zaman k +0 = 0, ve k +m' = m’ = (k + m)’. Ustelik
k = ¢ durumunda (§) satirindaki gibi x — k + z iglemi varsa
'+ n = (L+n) olsun. O zaman ¢ +0 = ({ +0) = ¢, ve
C+m ={U+m) =U+m) ="+ m). Yani k = ¢ duru-
munda (§) satirindaki gibi z +— k + z iglemi vardir.

Tiimevarimla w kiimesindeki her k igin (§) satirindaki gibi = —
k -+ x isleminin oldugu sonucuna varabilir miyiz? Tilimevarimla bir
kiimenin w kiimesine egit oldugu kanitlanabilir. Simdiki durumda
hangi kiime, w kiimesine egit olmalidir? Miimkiinse a, w kiime-
sinin 6yle k elemanlar: tarafindan olusturulsun ki (§) satirindaki
ozelliklerini saglayan bir iglem olsun. O halde gosterdigimiz gibi
a = w olmahdir. Ama 6yle bir a kiimesi var midir? Hangi formiil,
bu kiimeyi tanmimlayabilir?

Sayfa 15 ve sayfa 62’deki Yerlegtirme Aksiyomuna gore bir kii-
mede birli bir iglemin kendisi, bir kiimedir. O halde istedigimiz a
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kiimesi tanimlanabilir, dolayisiyla w kiimesindeki toplamanin ken-
disi tamimlanabilir. Aslinda (§) satirindaki 6zellikleri, toplamanin
6zyineli tanimini (recursive definition) saglar.

Benzer gekilde her k dogal sayisi igin

k-0=0, Ve(zew=k-2'=k-z+k) D)

ozellikleri olan x +— k - z iglemi vardir. (Burada tabii ki k-2 +k =
(k-z)+k.) Clinkii 0-n = 0ise 0-0 = 0 ve 0-m' = 0 = 040 = 0-m~+0.
Ayrica istedigimiz gibi x +— £ - x varsa £’ -n = £ -n + n olsun. O
halde

U-m'=0-m'+m

=-m+)+m

Ama burada toplamanin birlesme ve degisme 6zelliklerini kullan-
dik; bunlar kanitlanmalidir.

Buraya kadar gelmek i¢in tiimevarim yeter. Yani sayfa 42’deki
ilk ti¢ Peano Aksiyomu yeter. Sayilar teorisinde, her pozitif n mo-
diiliise gore tamsayilar, bu aksiyomlari saglar. Yani eger bir a kii-
mesinin elemanlar1 tamsayi ise, ve

r=0 (mod n)
denkliginin a kiimesinden ¢6ziimi varsa, ve ayrica her ¢ tamsayisi
icin
r=l=y=/{ (modn)
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karastirmasinin a kiimesinden ¢oziimii varsa, o zaman her k tam-
say1sl i¢in
r=k (modn)

denkliginin a kiimesinden ¢oziimii vardir. Ornegin p, bir asal say1
olsun. O zaman
0P=0 (mod p),

ve
a?=a=(a+1)’=a+1 (mod p),

¢linkii

(a+1)P =a +pa” ' + (g)ap‘2+---+ (pﬁQ)az“‘pa—i-l
=a’+1 (mod p).

Sonug olarak Fermat'nin Teoremi dogrudur, yani her p asal sayisi
i¢in, her a tamsayisi i¢in*

a’? =a (mod p).

Ayni sebeple tiim a, b, ¢, ve d tamsayilar: i¢in, her pozitif n sayisi
icin

a=bAhNc=d=a+c=b+dNa-c=b-d (mod n).

Sadece tiimevarimi kullanarak (z,y) — 2¥ ikili istel iglemi ta-
nimlanabilir mi? Ozyineli tanim varsa w kiimesindeki her £ igin

=1, Vo (r € w= k" = k" k). ()

Ozel olarak 0° = 1, ama n > 0 ise 0" = 0. Oyleyse 0 = n ama
0° # 0™ (mod n). Ustel iglem icin tiimevarim yetmez.f

*Gauss’a [8, 950] gore verdigimiz kamt, Euler’indir.
[19] makalesine bakin.
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Teorem 34 (Ozyineleme [Recursion|). A, bir sinaf olsun, veb € A
ile F: A — A olsun. O zaman w kimesinden A sinifina giden

G(0) = b, Vo (x cw= G) = F(G(x)))

ozellikleri olan bir ve tek bir G gondermesi vardar.

Kanit. Tiimevarimla en ¢ok bir G gondermesi vardir. En az biri
varsa, baginti olarak, w x A ¢arpiminn altsimifidir, ve her (¢, d)
elemani igin,

e ya ({,d) = (0,b),

e ya da bir (k,c) elemani igin, ¥ = ¢ ve F(c) = d.
Bu 6zelligi olan kiimeler vardir, mesela

{(0,0)},
{(0,0), (1, F(v)) },
{0.0), (1LF®), (2. F(F))},

{(0, b), (1, F (b)), (2,F(F(b))>, (3,F(F(F(b)))> }

Ozelligi olan kiimelerin olusturdugu smnif, C olsun. O zaman | J C,
istedigimiz G gondermesi olacaktir. Bunu gostermek icin, tiim Pe-
ano Aksiyomlar1 kullanilmalidir.

Hemen {(0,0)} € C, dolaysiyla (0,b) € JC. Simdi (k,c) e UC
varsaylsin. O zaman C smifinin bir a eleman i¢in (k,¢) € a. O
halde aU{ (K", F(c))} € C. Boylece (k', F(c)) € |JC. Tumevarimla
her k dogal sayisi igin A smifinin (k, ¢) € |J C igerilmesini saglayan
¢ elemani vardir, yani

{z: Jy (z,y) UC’} w.
Simdi

{z:VyVz ((z,y) € UC/\ (z,2) EUCéy—z))}:w
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esitligini kanitlayacagiz. Soldaki kiime, aq olsun. Eger (0,¢) € |JC
ise, 0 zaman C smifinin bir a eleman igin (0,¢e) € a, dolayisiyla
e = b olmahdir, ¢iinkii 0, ardil degildir. Oyleyse 0 € ao. Simdi k €
ag olsun. Gosterdigimiz gibi A sinifinin bir ¢ elemani igin (k, c) €
UC ve (K,F(c)) € UC. (K,d) € |JC varsayilsin. O zaman C
smifinin bir @ elemani igin (£, d) € a. O halde a kiimesinin bir (7, e)
elemani i¢in j* = k' ve F(e) = d. Bu durumda j = k olmaldir.
Boylece (k,e) € |JC, dolayisiyla e = ¢ ve d = F(c), ¢iinki k € ag
varsayilir. Oyleyse k' € ay. Tiimevarimla ag = w.

Sonug olarak | JC, w kiimesinden A smifina giden bir G gon-
dermesidir. C' smifinin tanimindan G géndermesinin istedigimiz
ozellikleri vardir. ]

Simdi, dogal sayilarda, (§), (), ve (||) satirlarindaki biitiin ta-
nimlar gegerlidir.

3.6. Esleniklik

R bir bagint1 ise, bu bagmtinin ters bagintis1 veya tersi (con-
verse),

{(y,7): z Ry}

bagintisidir. Bu ters baginti, R olarak yazilir; yani
z R y denktir y R x.
S bir baginti daha ise, o zaman tanim olarak
R/S={(z,z): Iy (r RyAy S 2)}.

Bu yeni baginti, R ile S bagmtilarinin bilegkesidir (composite).
S /R bilegkesi, R/S bilegkesinden farkl olabilir.

Teorem 35. Ejer F: A — B ve G: B — C 1ise, o zaman
F/G: A—C,
ve ayrica Va (x € A= (F/G)(z) = G(F(2))).
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Alistirma 21. Teoremi kanitlayin.

Teoremdeki durumda F'/G gondermesi,
GoF

olarak yazilir.

Tekrar F: A — B olsun. Eger F bagintisinin F ters bagintisi, B
sinifindan A smifina giden bir gondermeyse, o zaman bu géonderme,
F gondermesinin ters gondermesi veya tersidir (inverse), ve

F—l

olarak yazilir. Bu durumda F', B smifiyla bir eglemedir (bijec-
tion), ve F~1, A smifiyla bir eglemedir.

Teorem 36. F': A — B olsun. O zaman F, B sinifiyla bir
eslemedir ancak ve ancak B simifindan A sinifina giden bir G
gondermest i¢in

GoF = {(z,x):x € A}, FoG={(x,2): x € B}.
Bu durumda G = F~*.
Alistirma 22. Teoremi kanitlayin.
Eger F', A smifindan B sinifina giden bir egleme ise, o zaman
F:- A5 B

ifadesini yazariz.* Bu durumda, F~!': B = A. Oyle bir F oldu-
gundan, A ile B simiflar birbirine egleniktir (equipollent).

Teorem 37. Bir sinif, bir kiimeye eslenikse, sinaf da bir kiimedir.

Alistirma 23. Teoremi kanitlayin.

*F: A —» B ifadesi de miimkiindir.
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Teorem 37 ve 67 sayesinde kiimelerin eslenikligi, ikili bir bagin-
tidir. Bu bagintinin igareti

~
~

olsun. O zaman = gibi =2, yeni bir yiiklemdir (sayfa 29’a bakin).
Ayrica

a=~b denktir Jw (VmEIy (an:>y€b/\(:U,y)€w)
AVz Iy (zeb=>y€can(y,z)€w)
Az Yy Vz (((x,y)éw/\(:v,z)ewéyzz)

/\((x,z)Ew/\(y,z)Ew:x:y)>).

Esitlik gibi egleniklik, bir denklik bagimtisidir (sayfa 30’e bakin):
Teorem 38. Tim a, b, ve ¢ kiimeler: i¢in
a=a, a~b=b=a, ax~bANbrc=a~c
ctimlelert dogrudur.
Alistirma 24. Teoremi kanitlayin.
Teorem 39. R bir denklik bagintisi ise, o zaman
{r:xzRa}yN{z: 2 Rb} # @ — {z:x Ra} = {x: x Rb}.
Alistirma 25. Teoremi kanitlayn.

ANB = @ ise A ve B, birbirinden ayriktir (disjoint). Teorem-
deki {x: x R a} kiimesi, R bagintisina gore a kiimesinin denklik
smifidir (equivalance class). Teoreme gore birbirinden farkli olan
denklik siniflari, birbirinden ayriktir.
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3.7. Kardinaller

Esleniklige gore bir a kiimesinin {z: = ~ a} denklik sinifina a
kiimesinin biiyiikliigii (size) densin. Eger a bog degilse {z: = ~
a} smifi, kiime degildir. Bu a kiimesinin denklik sinifi bir ordinal
igerse, igerdigi en kii¢iik ordinal vardir; bu ordinale a kiimesinin
kardinali (cardinal) denir, ve a kiimesinin kardinali kard(a) olarak
yazilacak. Boylece

kard(a) = min{¢: & =~ a}.

(Sayfa 49’dan & harfinin ordinal degiskeni oldugunu hatirlayin.)
Simdilik her kiimenin bir kardinalinin olup olmadigini bilmiyoruz.
Ama her ordinalin kardinali vardir. Kardinaller, bir

KN
sinifin1 olugturur. O zaman

KN C ON.

Bir dogal sayiyla eglenik bir kiime, sonludur (finite); sonlu ol-
mayan bir siif, sonsuzdur (infinite). O zaman her sonlu kardinal,
bir dogal sayidir. Bu sonucun tersini kanitlayacagiz.

Birkag tane von Neumann dogal sayisinin tanimini, sayfa 11 ve
sayfa 38’den hatirlayalim:

0=o, 1={0}, 2={0,1}, 3=1{0,1,2}, 4=1{0,1,2,3}.

Bir a kiimesinin
1) higbir elemani yoksa, o zaman a ~ 0; aslinda a = 0;
2) tek bir elemani varsa, o zaman a ~ 1;
3) iki (ve sadece iki) elemani varsa, o zaman a ~ 2;
)

4) g (ve sadece 1ig) eleman varsa, o zaman a =~ 3.
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Ayrica

01, 0##2 03, 1#2 13, 2#3.

Ancak herhangi iki eslenik dogal say1 esit olmali m1? Bu soruyu,
sayfa 6’da sormustuk.

Teorem 40. Iki dojal say. birbiriyle eslenikse, birbirine esittir:
VeVy (e wAhycew=rx~y=x=y).
Kanat. Timevarimla her n dogal sayisi igin
Ve(rewAxrn=x=n)

climlesini kanitlayacagiz. n = 0 ise dogrudur. n = m ise dogru
olsun, ve bir ¢ dogal says1 i¢cin m’ &~ ¢ olsun. O zaman ¢ bog
degil, dolayisiyla bir bir ardil olmali. £ = £’ olsun. m’ sayisindan
k' sayisina giden bir f eglemesi vardir. Eger f(m) = k, o zaman
f~{(m,k)}, m sayisindan k sayisina giden bir eglemedir. Eger
f(m) # k, o zaman

{@y):zem~{f )} Ay=f)}U{(f m))}

bagmtis1, m sayisindan k sayisma giden bir eslemedir. Oyleyse her
durumda m = k. Hipotezimize gére m = k olmali, dolayisiyla
m' = (. Kanit bitti. O

Sonug olarak her dogal say1, sonlu bir kardinaldir, yani
w C KN.

Sonraki boliimde ON sinifin1 inceleyecegiz; ¢biir boliimde, KIN.
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4. Ordinaller

Dogal sayilarda, bir gondermenin 6zyineli taniminin iki tane par-
cast vardir, biri 0 i¢in, biri ardillar i¢in. Ordinallerde iigiincii bir
parca gerekir, limitler icin.

4.1. Supremumlar

Eger a C (' ise, o zaman a C ON ve

VE(E€a=E<P),

dolayisiyla (3, a kiimesinin tist simiridir (upper bound). ON iyi-
siralanmig oldugundan a kiimesinin en kiigiik iist sinir1 (least
upper bound) olmaldir. Analizdeki gibi en kii¢iik ist sinira sup-
remum (supremum) denir, ve a kiimesinin supremumu igin

sup(a)

yazilir. Eger sup(a) € a ise, o zaman a kiimesin en biiyiik ele-
mam (greatest element) veya maksimumu (maximum) vardir,
ve tabii ki bu eleman, supremumdur. Ama sup(a) ¢ a ise, a kii-
mesinin en biiyiik elemani yoktur.*

Tiim « ordinalleri i¢in

a+0=a, a+f =(a+p) (*)

olacak. Ama £ limitse, o + [ nedir? Mesela o + w nedir? Aslinda
Teorem 34’e gore w kiimesinden ON smifina giden, (*) satirmdaki

*Latincede “yiliksek” superus, -a, -um; “daha yiiksek” superior, -ius; “en
yiiksek” supremus, -a, -um; “bliyik” magnus, -a, -um; “daha biiyik” mazor,
-ius; “en biyik” mazximus, -a, -um.
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ozellikleri olan x +— « + x gondermesi vardir. Her n dogal sayisi
icin,
at+tn<a+w
esitsizligini isteriz. Yani a4w, {y: 3z (v € wAy = a+x)} smifinin
tist sinir1 olmalidir (siifin iist sinir1 varsa). Busmif, {a+z: 2 € w}
olarak yazilabilir.
Genelde F: A > BveCC Aise{y: Ix (r € CANF(z)=y)}

siifi,

{F(z): 2 € C} veya F|[C]|

olarak yazilabilir. Bu sinif, C' sinifinin F' altinda goriintiisiidiir.
Bu durumda, F' gondermesi C sinifinda tanimlanir, ¢iinkii C, F
gondermesinin tanim sinifi tarafindan kapsanir. Eger F', C sini-
finda tanimlanmazsa, F'[C] ifadesini yazmayacagz.

w kiimesinin {o + x: x € w} gorintisiiniin st smir1 varsa, en
kiigiik tist sinir1, yani supremumu, vardir (¢tinkiit ON, iyisiralanir).
Simdi () satirindaki 6zelliklere gore

aCa+lCca+2C---

Eger ([J{a + x: x € w} bir ordinalse, bu ordinal {a + z: x € w}
kiimesinin st siiridir, aslinda supremumudur. Bunu gosterelim.

Teorem 41. A C ON olsun.
1. |J A bir kimeyse, | J A € ON.
2. |JA bir kime degilse, | ] A = ON.

Kanat. b € |J A ise, A smifinin bir v eleman i¢in b € a, dolayisiyla
b C a ve onun i¢in b C |JA. Oyleyse |JA gecislidir. Ayrica,
ON smufi da gegigli oldugundan, [ J A € ON, dolayisiyla | J A, €
tarafindan iyisiralanir. Oyleyse | J A ya bir ordinaldir, ya da kiime
olmayan bir siiftir.

Ikinci durumda (J A bilesiminin ON oldugunu gosterecegiz. Eger
|JA C ONise f € ON~NJ A olsun. Eger v € |J A ise, v C |J A,
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dolayisiyla 5 ¢ ~. Ayrica v # 3, ve sonug olarak v € (. Boy-
lece | JA C . Bu durumda [ A bir kiimedir, dolayisiyla ordinal-
dir. [

Simdi A bir kiimeyse, | A bilesiminin bir kiime oldugunu isteriz:
AKSIYOM 6 (Bilesim). Her kiimenin bilesimi, bir kimedir:
Ve yVz (z €y e Jw (wezAz€w)).

Teorem 42. Ordinallerin olusturdugu her kiimenin bilesimi, kii-
menin supremumudur, yani a C ON ise

U a = sup(a).

Kanit. a € ON olsun. Son teorem ve Bilesim Aksiyomuna gore

Ja, bir @ ordinalidir. O zaman «, a kiimesinin bir iist smiridir.

Eger f < « ise, o zaman [ € «, dolayisiyla a kiimesinin bir ~

elemani i¢in 5 € 7, yani 8 < 7. Sonug olarak 3, a kiimesinin iist

smir1 degildir. Oyleyse a = sup(a). ]
Simdi {a + z: z € w} gibi goriintiiler, kiime olsun:

AKSIYOM 7 (Yerlestirme). Her gondermenin tanim sinifinin
altkiimesinin gonderme altinda gorintisi, bir kimedir. Yani her
ikili p(x,y) formili i¢in

Yw (Va:Vsz (gp(x,y)/\gp(a:,z)/\xéwéy:z)

= JdzVy (y6z<:>5|x (wa/\go(m,y)))).

Simdi f ordinalinde z — « + x gondermesi tammlanirsa {o +
x: x € [} goriintiisii, bir kiimedir. 5 limitse

a+ B =supfa+§: &< B} (1)

olsun. Bu kosul, (%) satirindaki kogullarla, ON sinifinda = — a+x
islemesini tanmimlayacaktir.
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4.2. Tiimevarim ve 6zyineleme

Teorem 43 (Timevarim). A C ON olsun. Eger
1) 0€ A,
2) hera icina € A= d € A,
3) her a limiti igina C A= a € A

ise, o zaman A = ON.

Kanat. Hipotez altinda ON\ A farkinin en kiigiik elemani olamaz.
O

Eger F: A — B ve C C A ise
FN(CxB)=F|C

olsun. Bu F' | C goéndermesi, F' gondermesinin C' sinifina siir-
lamasidir (restriction).

Teorem 44 (Ordinaller Ozyinelemesi 1). A bir smaf olsun, ve
be A, F:A— A, G: Z(A)— A
olsun. O zaman ON sinifindan A simifina giden

H(0) =0,
H(d)=F(
a limit ise H(o) = G(H o)

=
&

ozellikleri olan bir ve tek bir H gondermesi vardar.
Iki kanit verecegiz.

Kamit 1. Tiimevarimla en ¢ok bir H gondermesi vardir. Clinkii
H, gondermesinin ve H gondermesinin 6zellikleri ayni olsun. O
zaman

1) Hy(0)=b= H(0),
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3) « limit ise ve Hy [ a = H | « ise
H,(a) = G(H\[o]) = G(H|[o]) = H(a).

Teorem 34’tin kanitindaki gibi bir C simfi igin H = | C olacaktir.
Bu smifin tanimina goére her a elemani icin a € ON x A, ve a
kiimesinin her (o, d) eleman i¢in,

e va (o, d) = (0,b),

e ya da bir (3, ¢) elemani igin, 5/ = « ve F(c) = d,

e ya da « limittir, ve a N (o x A) kesigimi, tanim kiimesi «

olan bir f géndermesidir, ve G(f[a]) = d.

Eger | J C bilegimi, tamim simifi ON olan bir génderme degilse, bir
en kii¢ik o igin

{:L’: r€ AN (a,1) EUC}

sinifinin ya hi¢ eleman1 yoktur ya da en az iki elemani vardir.
O zaman o # 0. Eger « = (' ise, o zaman bir ¢ i¢in (5,¢) €
U C, dolayisiyla («, F'(c)) € |JC. Bu durumda eger (o, d) € |JC
ise bir e i¢cin d = F(e) ve (B,e) € |JC, dolayisiyla ¢ = e ve
d = F(c) (¢iinkii a en kiiciiktiir). Oyleyse o ardil olamaz. Benzer
sekilde o limit olamaz. Sonug olarak | J C' bilegimi, tanim sinift ON
olan bir gonderme olmalidir. Bu géondermenin, tanimindan dolay1
istedigimiz Ozellikleri vardir. O

Kanit 2. Her ( i¢in f’ kiimesinden A sinifina giden

hs(0) =0,
a < f = hg(a') = F(hs(a)),
a < A alimit = hg(a) = G(hga))
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ozellikleri olan bir ve tek bir hg gondermesinin oldugunu gostere-
cegiz. B, istedigimiz Ozellikleri olan £ ordinalleri olugturdugu sinif
olsun. Eger 8 € B, v € B, ve 3 < 7y ise, o zaman gg ve g, [ [
gondermelerinin ayni 6zelligi vardir, dolayisiyla

98 € g

Simdi tiimevarim kullanacagiz.

1. ho = {(0,b)} olabilir ve olmalidir, dolayisiyla 0 € B.

2. v € Bise hy = hy U {(y,F(h,(7)))} olabilir ve olmahdr,
dolayisiyla v' € B.

3. v limit ve v € B ise # < 0 < v oldugu zaman hy C hs
olmahdir, dolayisiyla h, = (J{he: £ < 7} olabilir ve olmalidir, ve
sonug olarak v € B.

Benzer gekilde H = [J{he: £ € ON} olabilir ve olmalidir. O

Ordinaller Ozyinelemesi Teoreminin farkl bir bicimi, Teorem 68
olacaktir. Ama ordinaller toplamasi, ¢arpmasi, ve kuvvet almasi
icin, son teorem yeter.

4.3. Toplama

Teorem 44’e gore her « igin sayfa 6o’taki (x) ve sayfa 62’deki ()
satirlarindaki kogullar ON simifinda x — o + x iglemini tamimlar.
Yani tanima gore

a+0=aqa,
a+f = (a+8),
B limit = o+ 8 =sup{a+&: £ < B}

(Baz1 kitaplarda farkli ama denk bir tanim verilir |15, s. 145]; sayfa
98’e bakin.) Ozel durum olarak

a+1=d.
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Ayrica 1+ w =sup{l +z: v € w} = w < w + 1, ve genelde
0<n<w se nt+tw=w<w-+n.

Béylece ON smifinda toplama degismeli degildir. Ozel olarak ON
simifindaki

E— a+€, E—= 4 a

islemleri birbirinden farkhdir. Birincisi, Teorem 46’ya gore kesin
artan olacaktir; ikincisi, Teorem 47’ye gore sadece artan olacaktir.
Sekil 3 ve 4’e bakin. Teoremleri kanitlayarak agagidaki teoremdeki
kurallar1 kullanacagiz.

Teorem 45. a C ON, § € a, ve b C ON olsun.

1. 3 < sup(a).

2. b C a ise sup(b) < sup(a).

3. VE(E€b= 3 (neane<n) isesup(b) < sup(a).
Alistirma 26. Teoremi kanitlayin.

Teorem 46. £ — a + £ gondermesi, kesin artandwr (strictly
increasing), yani

f<y=a+p<a+r.

Kanat. ~ lizerinden tiimevarim kullanacagiz.
1. v = 0 ise, iddia dogrudur, ¢linkii hi¢bir zaman 5 < 0 degildir.
2. v = ¢ durumda iddianin dogru oldugu varsayilsin. Eger 5 < ¢’

ise, o zaman [ < ¢, dolayisiyla

a+f<at+d<(a+d)=a+0"
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w+w+w- ..................... ‘ ..................... .
w+w+3: .
w + w + 2 °
W+ w + 11 °
w+w- ..................... .,
w + 3] .
w + 21 .

w+14 e

[a) — DN W
1 1 1 1 1

0 123 Do+l  wtw

Sekil 3. n = w + £ denkleminin grafigi
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w_i_w_i_w_x ..................... .
W+ w+ 3
w + w + 21
w—+ w+ 11
w+w- ..................... .......,
w+5
w + 21

W + 11

w"......

[aw] — W

0 123 Wwt+l  wtow

Sekil 4. n = &€ + w denkleminin grafigi
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3. ¢ limit ve 8 < ¢ ise, 0 zaman (3 < 8/ < §, dolayisiyla (Teorem
45’in 1 gikkim kullanarak)

a+B<a+f <sup(a+&)=a+i. O
£€<6

Son teoremin kanitinin 3. adiminda v < ¢ durumu i¢gin iddianin
dogru oldugu varsayim gerekmedi.

Teorem 47. £ — & + a gondermesi, artandir, yani
BLy=F+a<y+a.

Kamit. Simdi « lizerinden tiimevarim kullanacagiz. 8 < v olsun.
1. B+0=8<y=v+0.
2. B4+ a =+ « ise tabii ki

f+ad=0LB+a)=Fr+a)=v+d.
B+ a < v+ aise, Teorem 30’e gore
b+ =B+a)<y+a<(y+a) =7+

3. ¢ limit olsun, ve o < ¢ ise, B+« < v+ a varsayilsin. O zaman
(Teorem 45’in 3 sikkini kullanarak)

B+ 6 =sup(f+&) <sup(y+§&) =7 +0. O
§<y £<y

Gordiigiimiiz gibi ayn1 zamanda f < v ama 4+ a = 7+ «
olabilir, mesela Sekil 4’teki gibi

k<f{<w ise k+w=/~¢+w.

b

Ayrica & — E+a gondermesi i¢in analizdeki gibi “ara deger teoremi’
yanligtir. Ornegin 0+ w < w + 1 < w + w, ama

E+w=w+1

denkleminin hi¢ ¢oziimii yoktur. Yine de £ — o + £ gondermesi
icin ara deger teoremi dogru olacaktir.
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Teorem 48. Her o i¢in 0+ a = «.
Alistirma 27. Teoremi kanitlayin.

Toplamanin bagka bir anlayisi igin, Teorem 85’te (sayfa g7’de),
sonraki teorem kullanilacaktir.

Teorem 49 (Cikarma). o < 3 ise

a+é=0 (1)

denkleminin bir ve tek bir ¢ozimi vardr.

Kanst. Bir ordinal bulmak i¢in iki yontemimiz vardir. Bu ordi-
nal, bir ordinaller kiimesinin minimumu veya supremumu olabi-
lir. Burada (1) denkleminin ¢dziimii bir minimum olacaktir; bagka
yontemle bir supremumdur (sayfa 75’e bakin). Teorem 46’ya gore
denklemin en ¢ok bir ¢oziimii vardir. Teorem 47 ve 48’e gore

atf20+p5=0,

dolayisiyla {£: 8 < a+ &} bos degildir (¢iinki 5 elemanini igerir).
Bu kiimenin en kiiciik elemani, ¢ olsun. Yani

d =min{{: f < a+ ¢}
olsun. O zaman
B<a+0.

Biz o + 0 < 3 esitsizligini gosterecegiz. U¢ durum vardar.
1. 0=0isea+d=a+0=a < 0.
2. § =7 ise a + v < 3, dolaywsiyla (sayfa 50’deki Teorem 30’u
kullanarak)
a+d=(a+7) <8

3. 0 limit olsun. Eger v < § ise a + v < [ olmalidir, dolayisiyla

a+ 6 =sup(a+§) < p. O
€<s
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a < [ durumunda « + £ =  denkleminin ¢6ziimii i¢in
g —«

ifadesi yazilabilir. Ornegin o — 1 = a. Simdi ordinaller toplamasi-
nin birlesmeli oldugunu gosterecegiz.

Teorem 50. [ limitse o + 8 toplame da limittir.
Alistirma 28. Teoremi kanitlayin.

Teorem 51. Ordinaller toplamasi birlesmelidir, yani tim o, (3,
ve vy igin
a+(B+7)=(a+pb)+7.
Kanat. ~ lizerinden tiimevarim kullanacagiz.
1.a+(f+0)=a+p=(a+p)+0.
2. a+ (f+0)=(a+ ) +0 ise

a+(B+d)=a+ B+ =(a+(8+9))
=((a+B8)+d) =(a+8)+¢.

3. 0 limit olsun, ve v < § ise a + (B +7) = (a + ) + 7 olsun. O
zaman

(&+6)+5=S§glg((&+6)+£)

= sup(a+ (B +¢))

£<6

< o+ sup(f +§).
£<6

0 limit oldugundan

sup(B+&) =B +4.
£<6

Bundan dolay1
(a+B)+d<a+(B+0);
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ayrica 6 < [+ 0 ise, bir v igin, v < d ve 8 < § + v, yani

Vn(n<B+d=3((<dAn<B+E)).
Teorem 50’ye gore, B + ¢ bir limittir, dolayisiyla

a+(B+06) = sup (a+n).
n<B+0

O halde (Teorem 45’in 3 sikkini1 kullanarak)

sup (a+n) <sup(a+ (B+¢)) = (a+B) +4.
n<p+é £<6

Sonug olarak o + (84 0) = (a+ ) + 6. O

4.4. Normal islemleri

Aslinda son teoremin kaniti, genel bir yontem kurur. F', ON f{ize-
rinde birli bir iglem olsun, yani F': ON — ON olsun. Analizdeki
gibi, bir « i¢in, eger

B<F(a) <y

esitsizligini saglayan her 8 ve ~y igin,
d<a<b, VE(WO <<= B <F(§)<7)

kosullarini saglayan 6 ve 6 varsa, o zaman F' gondermesi a nok-
tasinda stireklidir (continuous). Eger a = 0 veya F(a) = 0 ise,
tanmim bir az degisiktir.

Teorem 52. F': ON — ON olsun.
1. Limit olmayan her ordinalde F' sitireklidir.

2. F artan olsun ve « bir limit olsun. O zaman « noktasinda
F sireklidir ancak ve ancak

F(a) = sup(Fla]).
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Alistirma 29. Teoremi kanitlayin.

ON iizerinde kesin artan ve siirekli birli bir igleme normal (nor-
mal) diyecegiz.

Teorem g53. Her o i¢in
E—a+€
islemi normaldir. Ozel olarak & — & normaldir.
Kanat. Toplamanin tanimi ve Teorem 46 ve 48. [l
Simdilik & — a + £ iglemleri, tek 6rnegimizdir:

Alistirma 30. a > 0 olsun. Asagidaki islemlerin normal olmadigini
gosterin:

{—E+a, & =& +¢

Teorem 51’in kanitinin 3. adiminda

a+sup(f+&) =sup(a+ (8+¢§))
<8 £<6

esitligini gosterdik, ve bunun i¢in sadece
1) £ = a + ¢ igleminin normal oldugunu,
2) § limit iken sup{f + £: £ < ¢} ordinalinin limit oldugunu

kullandik. Aslinda 2. kogulun yerinde asagidaki teorem kullanila-
bilir.

Teorem 54. Ejer 0 C a C ON vesup(a) ¢ a ise, o zaman sup(a),
bir limattir.

Alistirma 31. Teoremi kanitlayin.
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Teorem g55. F' normal bir islem olsun. Ordinallerin olusturdugu,
bos olmayan tim a kimeleri i¢in

F(sup(a)) = sup(F|a]).

Alistirma 32. Teoremi kanitlayin. iki durum vardir. sup(a) € a ise
kanit kolaydir. sup(a) ¢ a ise limit olmalidir, ve bu durumda kanit,
Teorem 51'in kanitinin 3. adimindaki gibidir.

Teoremde a bog olmamalidir, ¢iinkii sup(F'[0]) = sup(0) = 0,
ama F(0) > 0 olabilir. Ornegin w +0 = w > 0. Teoremin bir
sonucu, Teorem 57 olacaktir. Kaniti igin sonraki teoremi de kulla-
nacagiz.

Teorem 56. Eger F', ON simifinda kesin artan bir islemse, tim
QeI
a < F(a).

Kamit. o > F(«)ise, F kesin artan oldugundan F'(«) > F(F(«a)),
dolayisiyla {£: &€ > F'(£)} smifinin en kiigiik elemam yoktur. ON
iyisiralanmig oldugundan {£: £ > F(&)} sifi bog olmahdir. [

Bu teorem sayesinde v < a4+, dolayisiyla a+¢& = § denkleminin
¢Oziimii 8 ordinalinden biiyiik olamaz. Diger taraftan bunu zaten
biliyoruz ¢ilinkii

vy=0+~ [Teorem 48|
<a+7. [Teorem 47]

Teorem 57. F normal ve F(0) < « olsun. O zaman {&: F(§) <
a} swmafy bir kiimedir, ve bu kiimenin en biyik elemany vardur.

Kanit. Son teoremi kullanarak

{&: F§) <o} Cd
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kapsanmasim biliyoruz, dolayisiyla {¢: F(£) < a} smifi bir kiime-
dir. Teorem 55’1 kullanarak

F(sup{¢: F(¢) < a}) = sup{F(§): F(§) < B} < B,

dolayisiyla sup{{: F(§) < a} € {&: F(§) < a}, yani bu kiimenin
en biiyiik elemani vardir. O

Simdi Teorem 49un bagka bir kanmit1 vardir. Eger a < [ ise, o
zaman {£: o + & < F} smfi, en biiyiik elemani olan bir kiime
olmalidir. En biiyiik elemani ¢ olsun. Eger oo + 0 < (3 ise, o zaman

a+d =(a+0) <B,

ki bu imkansizir. Sonug olarak a + & = . Benzer sekilde Teorem
64’1 kanitlayacagiz.

4.5. Carpma
Her « i¢in ON smifinda x — « - x iglemi, tanimina gore,

a-0=0,
a-f=a-f+a,
v limit = a -y =sup{a - &: £ < v}

kosullar1 saglar. Ozel olarak
a-1=a.
Ozaman w-2=w-14+w=w+ w=sup{w +z: r € w}, ama

2-w=sup(2-z) =w,
rew

dolayisiyla 2 - w < w - 2. Oyleyse carpma degismeli degildir.

Teorem 58. 0-aa=0vel-a=a.
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Alistirma 33. Teoremi kanitlayin.

a > 1ise, £ — a-€ isleminin normal oldugunu kanitlayacagiz. Is-
lemin kesin artan oldugunu gostermek yeter. Teorem 46 nin kaniti,
genel bir yontem kurur:

Teorem 59. Fger F: ON — ON, ve tim « i¢in
F(a) < F(d),
ve limit olan tim B i¢cin

F(p) = sup F(¢)
¢<B

1se, o zaman F normaldir.

Alistirma 34. Teoremi kanitlayin.

Teorem 60. a > 1 ise & — « - & islemi, normaldir.
Alistirma 35. Teoremi kanitlayin.

Teorem 61. Ordinaller carpmasi, toplama tizerine soldan dagi-
lar, yani

a-(f+y)=a-B+a-.

Kamt. 1. v =0 durumunda kanit kolaydir.
2. 7 = 0 durumunda iddia dogruysa

a-(B+d)=a-(B+9) [+ tanimi]
=a-(f+0)+a« [+ tanmi]
=(a-f+a-d)+a [hipotez]
=a-f+(a-d+a) [Teorem 51|
=a-f+a-d; [+ tanimi]

boylece v = ¢’ durumunda iddia dogrudur.
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3. Son olarak ¢ limit, ve v < ¢ durumunda iddia dogru olsun.
v = 0 durumunu kanitlayacagiz. o = 0 ise iddia kolaydir. o > 1
olsun. O zaman & — «a - & ve & — a - [ + £ iglemleri normal
oldugundan

a-(B+9) :a'iglg(ﬁJrf) [+ tanim]
=sup(a- (B+¢))  [Teorem 55: § — a + £ normall
= :;i(a B+ a-&) |hipotez]
= fjﬁ +sup(a- &) [Teorem 55: & > - B + € normal]
=a-B+ ;<-§5. [+ tanim] O

Gordiigiimiiz gibi 2 - w < w + w, dolayisiyla
(1+1) w<l-w+1-w.
Oyleyse carpma sagdan dagilmaz.

Teorem 62. Ordinaller ¢arpmast birlesmelidir, yani
a-(B-7)=(a-p)- 7

Alistirma 36. Teoremi kanitlayin.

Teorem 63. Her & — & -« isleme artandur, yani
B<y=f-a<y o

Alistirma 37. Teoremi kanitlayin.

Teorem 64 (Bolme). 1 < a ise (§,n) i¢in

a-§+n=7p0 A n<a (8)

sistemainin bir ve tek bir ¢ozimi vardar.
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Kanit. Teorem 57’ye gore {&: a- & < [} kiimesinin en biiytk ~
eleman1 vardir. Teorem 49’a gore o - v + 1 = [ denkleminin ¢
¢Oziimi vardir. Eger § > « ise

ay=avta<ay+d=p,

dolayisiyla 7/ < =, ki bu imkénsizdir. Oyleyse § < «a, ve boylece
(7,6), (§) sisteminin istedigimiz ¢oztimdiir. Benzer sekilde bagka
¢oziim yoktur. Ashinda eger (71, 01), bagka bir ¢6ztim ise, o zaman
v =y Ad < veya v < 7 varsayilabilir. Birinci durumda

a-y+i<a-vyt+a=a-vY<a-y<a-y+0;
ve ikinci durumda -y +9d = a -y + 9 < a - v, + d1; her sonug
imkansizdir. O
4.6. Kuvvet alma

Her « ic¢in, a > 0 ise, ON smifinda x +— o islemi, tanimina gore,

a’ =1,
o =a’ - a,
v limit = «” = sup{a®: £ < v}

kosullarini saglar. Ozel olarak

Ayrica, tamima gore,
0 =1, B>0=0"=0.
Oyleyse v limit ise 07 kuvveti, sup{0¢: & < v} degildir, ama

07 =sup{0%: 0 < € < ~}.
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Teorem 65.
1. 19 =1.
2. a>11se&— &Y artandr.

3. a > 2 ise & — ab islemi, normaldir.

4' aﬁ‘i”}’ — aﬁ . a’y'
5’ O/B"Y — (aﬂ)’y

Alistirma 38. Teoremi kanitlayin.

4.6.1. Ordinal tabanlarn

Ilkokuldan bildigimiz gibi, eger 2 <t < w ve 1 < a < w ise, o
zaman t sayisindan kii¢iik olan bazi ag, ay, ..., a, dogal sayilar
icin

a=t"ag+t""ag+-+ 1t a, (1)

Bu durumda, ay # 0 ise, o zaman a sayisl,
apay - . . ayp veya (apay ... an);

olarak yazilabilir; bu ifade, a sayisinin ¢ tabaninda yazilimidir
[15, 17. bol.] (base-t numeral). 0 olan a; rakamlar: (digits) gikar-
tilirsa, bir m dogal sayisi i¢in,

a=1t" co+t"cp 4+t ey,
bo > by > -+ > by,
{co,c1,...,em} CH{L,...,t —1}

kosullarinmi saglayan b; ve ¢; dogal sayilar1 vardir. Béylece t tabam
ve a sayisl,

{(bo, o), (b1,¢1)s -, (bmscm)}
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gondermesini belirtir. Gosterecegimiz gibi 1’den biiyiik olan her
ordinal tabani i¢in, 0 olmayan her ordinal, bdyle bir génderme
belirtir.

Tabii ki () satirindaki gibi ifadelerin 6zyinelemeli tanimi vardir:

1. n=0iseag+---+a,_1 =0.
2. apF o, =(a+ -+ 1) + .
Simdi € ve n gibi ¢ harfinin ordinal degisken oldugunu hatirlayin.
Teorem 66. 2 < a ve 1 < [ ise (&,1,() i¢in
af-n+(=p A 0<n<a A (<at
sisteminin bir ve tek bir (v, 9,0) ¢ézimi vardur, ve ayrica v < f.
Alistirma 39. Teoremi kanitlayin. (Teorem 64'e bakin.)

Sonug olarak o > 1 ise, 0 olmayan her (8 icin

5:a70.50+a71.51_|_... ,
{60,01,...} Ca~ {0},
Yo > >
kogullarini saglayan ~; ve 9; ordinalleri vardir. Ayrica, ON iyi-

siralanmig oldugundan, kesin azalan (7,71, ...) dizisi sona erme-
lidir. Yani bir n dogal sayis1 i¢in

/820570.50_’_0[71.51+...+a7n.§n.

Buradaki {(70,00), (71,01), - - (9n, 0,) } kiimesi, bir géndermedir,
ve Teorem 6g’da

Ba

ad1 ona verilecek.” Genel olarak bu kiimeyi tamimlamak i¢in (yani
¢ — &, gondermesini tammlamak igin), dzyineleme yontemini Te-
orem 44’ten farkli bir gsekilde kullanacagiz.

*Bu 8, ifadesi, benimdir; bagka kitaplarda gormedim.
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Teorem 67. Tanim sinife bir kiime olan her gonderme bir kiime-
dar.
Alistirma 40. Teoremi kanitlayin.
Herhangi A siifi ve b kiimesi i¢in
bA,
b kiimesinden A sinifina giden gondermelerin sinifi olsun.

Teorem 68 (Ordinaller Ozyinelemesi I1). A bir sinaf olsun, ve
F:{z:3Inzec"A} - A
olsun.* O zaman ON sinifindan A sinifina giden ve her o ordinali
1¢IN
G(a) =F(G | )
kosulunu saglayan bir ve tek bir G gondermesi vardar.

Kanat. Her § i¢in 5 kiimesinden A smifa giden

a<f=gsla)=F(gs | )

kosulunu saglayan bir ve tek bir gz gondermesi oldugunu gostere-
cegiz. B, istedigimiz 6zelligi olan [ ordinallerinin olusturdugu sinif
olsun. Teorem 44’iin ikinci kanitindaki gibi v C B ise 0 < 0 < 7
oldugu zaman

90 < gs-
Bu durumda b, = qu ge olsun. O zaman hy: vy — A, ve § < v
ise h,(0) = g5(9), ve

gy =hy U {(%F(hv))}

olabilir ve olmalidir, dolayisiyla v € B. Boylece ON ~\ B farkinin
en kii¢lik elemani yoktur, dolayisiyla B = ON. Sonug olarak G =
U{ge: £ € ON} olabilir ve olmalidir. O

{x: In x € "A} siufy, U77 "A olarak yazilabilir; ama ?A smiflar1 kiime
olmayabilir.
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Teorem 69. a > 2 olsun. 0, = & ve 0 olmayan her (3 i¢cin
a’-6+6=00, 0<6<a, 0 <a’ (I

kosullary saglandign zaman

Pa =A{(7,0)} Uba

kosulunu saglayan bir ve tek bir & — &, gondermesi vardir. Her [3
¢in,

o [, kiimesi, deger kiimesi ON sinaifinan bir altkimesi olan bir
gondermedir;

e bir n dogal sayst i¢in, Bo gondermesinin tanim kimesi, ta-
nim kiimesi n olan, kesin azalan bir f gondermesinin deger
kiimesidir;

e i < n kosulu saglandigr zaman f(i) = ; ve Bq (f(z)) = 0; ise

52@70'504—"'—’—0[7"71 '6n71~
Kanat. Teorem 66’ya gore, (||) kosullarini saglayan bir ve tek bir
(7, 6,0) tgliisii vardir. Ayrica < §. O zaman Gyle bir F' gonder-
mesi vardir ki her § igin, eger g, tanim kiimesi § olan (ve deger

kiimesi herhangi bir kiime olan) bir génderme, ve (v, ,0) tglist,
(||) satirindaki gibiyse, o zaman

F(g) ={(,9)} ug(0).

Oyleyse istedigimiz 8 — S, gondermesi, son teoreme gore

G(B) = F(G | 5)

kosulunu saglayan G gondermesidir. m
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4.7. w tabanmi (Cantor normal bigcimi)

Teorem 69’a gore, her « i¢in, bir n dogal sayisi i¢in, tanim kiimesi
n olan,

ag > - > Qo {ag,...,an—1} C w ~ {0}
kosullarini saglayan bir x +— (o, a,) gondermesi igin
a=w ag+w a4+ W - ay. ()
Sayfa 13’te dedigimiz gibi bu toplam, 3 ordinalinin Cantor nor-
mal bi¢imidir (Cantor normal form). Bu béliimde, Cantor nor-
mal bigimleriyle hesaplama kurallarini kuracagiz. Ilk olarak (xx)

satirindaki oy iisstine v ordinalinin derecesi (degree) denecektir,
ve bu derece

der(a)

olarak yazilacaktir.

4.7.1. Toplama

Cantor normal biciminde

a=w- ayg+ -+ W™ - a,,
ﬁ:(«U’BO'bo—l—-“—i-w'B"-bn

olsun. O zaman ordinaller toplamasi birlesmeli oldugundan
a+B=w ag+ -+ Dy + WO by 4+ Wb, (H)
Ama «a + § toplamimin Cantor normal bi¢imi nedir?

e a,, > [ ise (1T) satirndaki ifade zaten a + 5 toplaminin
Cantor normal bi¢imidir.
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e «,, = [ ise ordinaller ¢carpmasinin soldan dagilmasini kulla-
narak

a+B=w ayg+ -+ WAy

+ W+ (@ + bg) + W by 4 4 W by,

ve bu ifade o + 3 toplaminin Cantor normal bicimidir.
o o, < [ ise

a+pf=w aqy+---+w*teq, 1 +w by+---+w’ b,
esitligini gosterecegiz.
Teorem 70. o > 0 ise
1+ w* = w"
Alistirma 41. Teoremi kanitlayin.
Teorem 71. der(a) < der(f) ise
a+p=7p.

Kamt. o < B ise w® + w? = w?’ esitligini kanitlayacagiz. Bu
durumda bir 7 i¢in, 5 = a + v ve 7 > 0, dolayisiyla

w+w’ = w4+ = w* (14w?) = w*w? = W = w’. O
Ornegin

(ww2+ww'4+7.5_'_ww~2‘7+2)_‘_(ww~4+7_8+w_3+16)
= 0 + w7 13+ w -3+ 16.
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4.7.2. Carpma

Tekrar Cantor normal bi¢iminde

a:wao.a0+...+wam.am’

ﬁ:wﬁﬂ.b0+...+wr3n.bn
olsun. O zaman
a-/@:a-wﬁo-bo_’_..._i_a.wﬁn'bn.

Simdi o - w? - by, carpimlarmm Cantor normal bicimini bulacagiz.
Iki durum vardir.
1. B = 0 olsun. O zaman « - w’ - b, = o - by. Simdi a,

W ap + (W™ -ag + -+ W - ay,)

olarak diigiiniilebilir. Burada w®° - ay carpimi, o ordinalinin
“bagidir” (head) ve w* -aj+- -+ w*™ - a,, toplami, « ordi-
nalinin “kuyrugudur” (tail). Bu kuyruk, v olsun. O zaman
Teorem 71’e gore

v H W =W,

dolayisiyla
a-b = (W - ag+7) - by

= (W™ -ag+7y) + -+ (W™ - ag +7)

= W ag+ (7 + W ag) -+ + (7 + W™ - ag) +7
cap +w™-ag+ -+ W -ag+y
“ag - b+
:wao.ao.bk+w0‘1.a1_|_..._|_wO‘M.am_

2. fBr = 1 olsun. O zaman bir § i¢in £, = 1 + 9§, dolayisiyla

a-wn by =a-w-w’- b
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Ayrica

a-w =sup(a-x)
r<<w

= sup(w* - ag - + )
r<<w

< Sup(wao cag - (x4 1))

r<<w

= w® - sup(ap - (z + 1))
r<<w

= w* . w

— wo&o+1’

ve benzer sekilde

20t — gup(w® - ) < sup(a-7) = a - w,

r<<w r<<w

w

dolayisiyla o - w = w**! ve
a- Wby = B
Buldugumuz kurallari, resmi teoremler olarak yazip kanitlayalim.
Teorem 72. a > der(f) vel < k< w vel <n < w ise
(W* - k+p8) - n=w"k-n+p.

Kanit. n = 1 durumunda iddia dogrudur. n = m durumunda
dogru ise

(W k+p8)-(m+1)=(w* k+p6) - m+w* - k+p
=w*k-m+pB+w-k+p
=w* k-m+w*-k+p
=w*-k-(m+1)+p,

dolayisiyla n = m 4+ 1 durumunda da dogrudur. Tiimevarimdan
1 < n < w ise iddia dogrudur. O
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Ornegin

(W24 w+5)-7T=w’ 144+ w+5.

Teorem 73. 1 < a ve 0 < (5 ise

a-w’=w

der(a)+p

Kanat. Once B = 1 durumunda iddiay1 kanitlayacagiz. 1 < oo < w

ise der(a) = 0, dolayisiyla

a-w'=a-w=swpa-r=w=w

rew

Simdi w < a olsun. O zaman

a=w"-k+9, a > der(y),

der(a)+1

1<k<w

kogullarini saglayan ~, k, ve ¢ vardir. O halde 1 < n < w ise

wk<a<a-n=wk-n+di<w?-(k-n+1) <t

W= sup (w”-€) < sup (@

1<€<w 1<€<w

a-w=wl=w

der(a

X 5) < u)'v-i-l7

)+1'

Genelde a > 1 ve 8 > 1 ise, bir 8 i¢in § = 1 + 6, dolayisiyla

0 der(a)+1+6

&-wﬁ:a-w-w = W
Ornegin

5-(w?34+w-16+7) =w?-3
(W 2+ w+5)- (W 3+w-16) =

ve

(W 2+ w+5) (W -3+w-16+7)
= w34 et
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_ wder(a)«#,ﬁ' n

4+ w - 16 + 35,

w®? .3 4+ wwtt .16,

16+ w® - 14 4+ w + 5.
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4.7.3. Kuvvet alma

Tekrar Cantor normal bigiminde

a=w- ag+ -+ W - a,,,
B=w by+ -4+ w’ b,

olsun. O zaman

Oéﬁ _ awﬁo-bo . awﬁ"-bn.

e wB. . o
Simdi a®* % kuvvetlerini bulacagiz. Iki durum vardir.
: B,
1. B, = 0ise a® "% = o = a---a. Ayrica m > 0 ve v =
w*aq; + -+ w* - q,, ise

CYQZOZ'CY

=a- (W™ ay+7)
:a.wao.a0+g.fy
= (W ag+7) W ay+a-y
= WYt gy +a-y
=w*? . qy+a-,
o =a-ao?
=a- (W™ ap+a-7)
—a-w™? gy t+a-a-y
= (W™ -ag+7) - 0w ay+a-a-y
ao+a0-2

= W 'CLO‘{“O{'O{'/}/

= w™%-ag+a® -7,

ve genelde

n+l _ wozo~(n+1)

Q@ cag+ a7,

2. Bk = 1 olsun. O zaman bir ¢ i¢in Sy = 1 + ¢, dolayisiyla

awﬁk.bk — (aw)w6~bk )

Simdi iki durum daha vardir.
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a) «a sonlu (yani ag = 0) olsun. O zaman

a® = ap” = sup(ap”) = w,

r<<w

dolayisiyla

awﬂk-bk — wwé'bk_
b) a > w (yani oy > 0) olsun. O zaman

a® = lim(a”)

r<<w
= lim (W™ - ag + "' - 7)
W
< lim (wozo‘(l‘-s-l))
r<<w
_ o< (00 1))
— wao-w
)
ve
wao-w < Oéw7
dolayisiyla a® = w*® ve
awﬁk-bk — wao-wﬁk-bk.
Iki teorem cikar.
Teorem 74. 1 < k< wvwven < w < « ise
kwn+1 _ wwn kwa _ wwa

Alistirma 42. Teoremi kanitlayin. jpucu:n+1=1+nvea=1+a.

Ornegin

w 5, . w 4.
2w 3+w?-44w-74+5 — W3+ w447 39.

w

Teorem 75. w < « ve B limit ve n < w ise

a,BJrn _ wder(a)~,8 o
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Alistirma 43. Teoremi kanitlayin. jpucu: Once a® = wder (@)@ denkli-
gini kanitlayin.

90

Ornegin

(warl + w4 1)w2+w-3+2

w(w+1)-(w2+w-3) . (ww+1 +w?+ 1)2

W T3 (Ot L 2 4 1)

w3+w?3 (ww+1+w+1 + W2 L@t 2 4 1)

31 w2, .
w+w 3_(ww2+1+ww+3+ww+l+w2+1)

3 2. . 3 2,
w+w*-34+w-2+1 + ww +w*-34+w+3

€

€

S

+w

3 2, 3 2. 3 2,
w+w*-34+w+1 4 ww +w=-342 + ww +w 3.

4. Ordinaller



5. Kardinaller

5.1. lyisiralanmis kiimeler

Teorem 37'nin daha genel bigimi vardir:

Teorem 76. Bir simif, bir kiimeye gomiilebilirse, bu sinif da bir
kiimedar.

Alistirma 44. Teoremi kanitlayin.
Teorem 77. Tim a ile b kiimeleri icin a X b ¢carpima, bir kimedir.

Kanat. Yerlegtirme Aksiyomuna gore her ¢ igin a x {¢} bir kiimedir,
dolayisiyla bir {a x {z}: z € b} smifi vardir, ve bu simf da bir
kiimedir. Ayrica

axb:U{ax{x}:xeb},

ve Bilegim Aksiyomuna gore bu bilegim, bir kiimedir. m

Eger bir a kiimesi, bir S bagintisi tarafindan iyisiranirsa, o za-
man S N (a X a) bagmntist da tarafindan iyisiralanir, ve aslinda a
kiimesinin tiim b ve ¢ elemanlar1 i¢in

bSceb(SN(axa))ec

Son teoreme gore S N (a x a) bir kiime oldugundan (a, S N (a x
a)) sirali ikilisi olugturulabilir, ve bu sirali ikilisine iyisiralanmisg
kiime (well ordered set) denebilir. O halde (a, SN (a X a)),

(a,S)
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olarak yazilabilir. Mesela her a ordinali i¢in («, €), iyisiralanmig
bir kiimedir. Aslinda «, (o, €) olarak diigliniir. Genelde (a, S) bir
iyisiralanmig kiime ve @ C ¢ C a ise, o zaman S bagintisina gore
¢ kiimesinin en kiiciik elemani

m;n(c)

olarak yazilabilir.
Simdi (a, S) ve (b,T), iyisiralanmig kiime olsun, ve h: a — b
olsun. Eger a kiimesinin tiim ¢ ve d elemanlar1 i¢in

¢S d= h(c) T h(d)

ise, o zaman (Teorem 46’daki gibi) h, kesin artandir (strictly
increasing). Bu durumda h, b kiimesini orterse, o zaman h, (a, S)
iyisiralanmig kiimesinden (b, T') iyisiralanmig kiimesine giden bir
esyap1 eslemesi [15] veya izomorfizmdir (isomorphism), ve

h: (a,8) = (b,T)

ifadesini yazabiliriz. (a, S) iyisiralanmig kiimesinden (b, T') iyisira-
lanmig kiimesine giden bir egyap1 eslemesi varsa,

(a,8)=(T)
ifadesini yazabiliriz.

Teorem 78. = bagintisi, bir denklik sinifidir, ve

[a)

hi(a,8) = (b,T)= h": (b,T) > (a,S).
Alistirma 45. Teoremi kanitlayin.

Eger (a,S) = (b,T) ise, bu iki iyisiralanmig kiime birbirine
esyapisaldir (isomorphic).
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Teorem 79. (a,S) bir iyisiralanmas kiime, b bir kime, T bir ba-
gintr, ve f: a — b olsun. Ejer a kiimesinin tim c ve d elemanlar:
1¢in

cSd<s fle)T f(d)

ise, o zaman (fla], T) bir iyisiralanmas kimedir ve
f+(a,8) = (fla], T).
Alistirma 46. Teoremi kanitlayin.

Teorem 8o (Iyisiralanmis Ozyineleme). Her (a, <) iyisiralanmas
kiimesi i¢in, bir ve tek bir o i¢in,

(a,<) = (a, €).

Ayrica bir ve tek bir f icin

o

f:(a, <) = (a,€). (%)
Aslhinda a kiimesinin tiim b elemana icin
fb) ={f(z): z € anz < b}. (1)

Kanmit. Eger () ctimlesi dogru, {b,c} C a, ve ¢ < b ise, 0 zaman
f(e) € f(b), dolayisiyla, f orten de oldugundan, (}) ciimlesi de
dogrudur.

Simdi 68 numarali Ozyineleme Teoremindeki gibi a kiimesinin
her b eleman i¢in tanim kiimesi {x € a: x < b} olan

cexNe<b= filc)={filx):z€anz <c}

kosulunu saglayan bir ve tek bir f, géndermesinin oldugunu gos-
terecegiz. O zaman ag, istedigimiz 6zelligi olan a kiimesinin b ele-
manlarinin olugturdugu kiime olsun. Eger {z € a: = < b} C qy ise
{¢,d} Caved< c<boldugu zaman

fd g fc-
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Bu durumda z — f,(z), tanim kiimesi {x € a: x < b} olan bir g,
gondermedir, ve

fo=gU{(b{fe(x): z €anw <b})}

olabilir ve olmalidir, dolayisiyla b € ag. Boylece a \ ay farkinin en
kii¢iik eleman1 yoktur, dolayisiyla ay = a. Sonug olarak f, tanim
kiimesi a olan z + f,(x) gondermesi olabilir ve olmalidir. Ayrica
a kiimesinin tiim b ve ¢ elemanlar igin

c<bs flc) € f(b),

dolayisiyla, son teorem sayesinde, (f[a], €) bir iyisiralanmig kiime-
dir ve

f:(a,<) = (fla, ).
Ayrica b € aise f(b) C f[a], ve sonug olarak fla] € ON. O

(a, S), bir iyisiralanmig kiime ise, ve (a, S) = (o, €) ise, 0 zaman
a, (a,S) ikilisinin ordinalidir (« is the ordinal of (a, S)), ve

a = ord(a, S)
ifadesini yazabiliriz. O halde
a ~ ord(a, S).

Ozel olarak a kiimesinin kardinali vardir (sayfa 16’ya bakin).

5.2. Sayilabilme

F: A — B ama egleme degilse, daha zayif kogullar saglayabilir.
Eger

F[A|=B
ise, o zaman F', B smifim 6rten bir gondermedir (F' is onto B),
ve

F: A—-+ B
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ifadesini yazabiliriz. Eger
VeVy (re ANye A= F(x)=F(y) =z =y)

ise, o zaman F', birebir (one-to-one) veya injektif (injective) bir
gondermedir; ayrica F', bir gdmmedir (embedding). Bu durumda

F:ASB
ifadesini yazabiliriz.*

Teorem 81. Bir gonderme bir eslemedir ancak ve ancak birebir
ve ortendir:

F-ASBosF.A-BMANF:ASB.
Alistirma 47. Teoremi kanitlayin.

Her a kiimesi i¢in, a kiimesinden B sinifina giden gommeler, * B
siifinin bir alt sinifin1 olusturur; bu alt siif bos degilse,

a<B
ifadesini yazariz.
Teorem 82. Tim a, b, ve ¢ kiimeleri icin
a<a, axbANbc=a<xc ax~b=a<b
ctimlelery dogrudur.
Alistirma 48. Teoremi kanitlayin.
Teorem 83. w, bir kardinaldir, yani

w € KN.

*F: A — B ifadesi de miimkiindiir.
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Kamit. Timevarimla her m dogal sayist i¢in f: m + 1 S w ise
f[m + 1] kiimesinin en biiyiik n elemani vardir, dolayisiylan+1 €
w ~ flm]; 6zel olarak f, w kiimesini érten degildir. O

Teoremin sonucu olarak w kiimesiyle eglenik her kiime, sonsuz-
dur. Oyle bir kiime, sayilabilir sonsuzluktadir (countably in-
finite). Sonlu veya sayilabilir sonsuzluktaki bir kiime, sayilabilir
(countable). Diger kiimeler ve simflar, sayilamaz sonsuzlukta-
dir (uncountably infinite) veya sayllamaz (uncountable). O za-
man kiime olmayan her sinif, sayilamaz.

Teorem 84. Bos olmayan bir a kiimesi i¢in asagidaki kosullar,
birbirine denktir.

1. a saylabilir.

2. W kiimesinden a kiimesini érten bir gonderme vardar.

3. axw.

Kamt. (1) = (2). a sayilabilir olsun. Iki durum vardur.
e fraS wise [ w—»a.
e n€wve f:a>n ise, a kiimesin her b elemani icin

fﬁlu{($ab)3n<$<w}:w—»a_

(2) = (3). h: w— aise
#

z+— min{y € w: h(y) =z}: a > w.

(3) = (1). f:a > wolsun. O zaman f: a = f[a], ve (fla], €)
bir iyisiralanmig kiimedir. Simdi

ord(flal, €) = «

olsun. O zaman a =~ fla] ~ . Biz o < w kogulunu kanitlayacagiz.
Yani o ¢ w ise @ = w kogulunu kanitlayacagiz. Bunun igin

g: (a,€) > (flal, €)
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olsun. Eger a ¢ w ise, o zaman 0 < ¢g(0) ve
E<gk)=k+1<g(k)+1<g(k+1),
dolayisiyla her m dogal sayis1 i¢in
m < g(m).

O zaman g(w) tamimlanirsa g(w) > m, dolayisiyla g(w) > w, ki
bu imkansizdir. Sonug olarak o < w. O

Eger a < B ama a % B ise

a<B

ifadesini yazariz. Sonug olarak bir a kiimesi sonludur ancak ve
ancak a < w.
Su anda sayilamaz sonsuzlukta higbir kdme bilmiyoruz.

5.2.1. Toplama

Toplama veya ikili bilegsim igslemiyle sayilamaz sonsuzluktaki kiime-
lerin olusturulamadigini gésterecegiz.
Tanmim olarak, tiim a ile b kiimeleri igin

allb=(ax{0})U D x{1}).

Bu bilesime, a ile b kiimelerinin ayrik bilesimi (disjoint union)
denir, ¢linkii a = a x {0}, ve b =~ b x {1}, ve a x {0} ve b x {1}
carpimlari, birbirinden ayriktir. Ozel olarak

alldla =a x 2.

Sonraki teorem ic¢in, Sekil 5’e bakin.

Teorem 85. Tim « ile 8 ordinalleri igin

a+B~allf.
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SQekil 5. a+ = allp
Kanat. F, tamm smufi V x 2 olan (§,y) — « -y + £ gondermesi
olsun. O zaman F(&,0) = &, dolayisiyla
Fl(ax{0}):ax{0}>a
Ayrica F(&,1) = a + &, dolayisiyla, Teorem 49’u kullanarak,
Fl(Bx{1}):Bx{1} >{Ca<(<a-p}
Sonug olarak F [ (aUB): aUf = a+ 3. O]

Kanitta F' | (U ) gondermesinin tersi,
{(5,(5,0)): E< a}U {(5,(5—04,1)): a<E< a+ﬁ}.

Bu gonderme g olsun, ve s = {(g(&),g(n)) << oz—l—ﬁ} olsun.
O zaman («a Ll 3, s), bir iyisiralanmig kiimedir, ve

ord(aUfB,s) = a+ p. (1)

Ayrica (§,y) s (§1,y1) & (y <y Vy=unuAl< 51))- Ozel
olarak g eglenmesini kullanmadan s tanimlanabilir. Onun i¢in baz
kitaplarda o + 8 toplami, (1) esitligiyle tanimlanir.

Teorem 86. a~bvec~diseallc~bld.
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11 13 15 17 19 21 23 25

1 3579
0 246 8 10 12 14 16 18 20 22 24
Sekil 6. w U w ~ w

Alistirma 49. Teoremi kanitlayin.
Teorem 87. w U w ~ w.
Kamt. (z,y) — 2z +y: wlw S w. (Sekil 6’ya bakm.) H

Sonug olarak
w+w=Rw,

ve daha genelde o ve [ sayilabilirse a + 3 5 w.

Teorem 88. a ile b sayilabilirse a U b bilesimi de sayilabilir.
Alistirma 50. Teoremi kanitlayin.

Teorem 89. 0 olmayan her n dogal sayist i¢in W - N ~ W.

Kanat. Timevarim yontemini kullanacagiz.
1. w-1=w.
2. W-m AW ise

w-(m+1)=w-m+w [tanim]
~w-mUw [Teorem 85|
~wlw [hipotez ve Teorem 86|
~w. [Teorem 87| O

Benzer (ama daha karmagik) sekilde w x n ~ w eglenikligi ka-
nitlanabilir; ama bu sonug, sonraki teoremden de c¢ikar.

Teorem go. Tiim o ordinali ve n dogal sayist i¢in

aXn=<o-n.
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[ Naw}
Q

a;2 a;3a;4 a'ﬁ
a-f

O HNW @
o)
X
=

Sekil 7. av- S~ axf

Kanat. Tiimevarim yontemini kullanacagiz.
1. ax0=g=0=a-0.
2. X M A «-m ise

X (m+1) = (a x > (a x {m})
~ ((a x {0}> (a x {1})
>

= (a X
~o-m+ o

=a-(m+1). O
5.2.2. Carpma

(arpmayla sayilamaz sonsuzluktaki kiimeler olugturulamaz. Son-
raki teorem igin, Sekil 7’ye bakin.

Teorem 91. Tium « ile 8 ordinalleri igin
a-fx~axf.
Kanit. Bolme Teoremine (yani Teorem 64’e) gore
En—a-n+éaxVSV.
Ayricay €aise a-d+v < a-f < 6 < (. Sonug olan

(f,n)r—>a-n+§:axﬁi>oz-ﬂ. O
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10 11 15 23 33
16 17 18 19 24 34
25 26 27 28 29 35

Sekil 8. w-w ~ w

Alistirma 51. Tamim sinift V x V olarak (§,71) — a - n+ £ gonder-
mesinin birebir olmadigini gosterin.
Teorem 92. w X W~ w.
Kamit. f={((¢,1),¢) € (wx w) x w:
E>n=C(=E+nNAE<n=>C=n"+E+n)}
olsun. (Sekil 8’e bakin.) O zaman f: w X W = w. O
Sonug olarak w - w ~ w.
Teorem 93. a =~ b vec~diseaxc~rbxd.
Kamt. f:a > bve g: ¢ dise
(z,9) — (f(z),9(y)):axcbxd O

Kanittaki esleme,

{<($7f($)), (y,g(y))) cr€aly€ b}

kiimesidir. Génderme olarak f x ¢ biciminde yazilabilir. Oyle bir
ifade, Teorem 98’in kanitinda kullanilacaktir.
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Teorem g94. a ile b sayilabilirse a x b ¢arpimi da saylabilir.
Alistirma 52. Teoremi kanitlayin.
Sonug olarak o ve 3 sayilabilirse a - f <5 w.

Teorem g5. 0 olmayan her n dogal sayist i¢in w™ ordinal kuvvet:
sayrlabilir sonsuzluktadir, yani

w =~ Ww.

Kanat. Timevarim yontemini kullanacagiz.
1. Tammmdan w! = w.
2. W R w ise

W™t =™ w [tanim]|
~w™ X w [Teorem 91|
AW X W [hipotez ve Teorem 93]
A~ Ww. [Teorem g2] O

Son alt boliimdeki gibi, benzer sekilde w ~ "w eslenligi kanitla-
nabilir. Ozel olarak "w, bir kiimedir. Bu sonuclar, sonraki teorem-
den de c¢ikar.

Teorem g6. Tium « ordinali ve n dogal sayist i¢in

n n

oo

Kamt. 0 ={2} =1=0"ve "0 =2 =0 = 0""". Simdi a > 0
olsun.

1. Ya={g}=1=a".

2. fin: Mo = o™ olsun. Eger g € ™o ise

fmi1(g) = a- f(g [ m) + g(m)

olsun. O zaman f,,1: "o = o™t O
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Kanitta buldugumuz "« ile o™ arasinda egleme,

(T0, ... Tno1) = a1 xg + ™2

"Xyt T+ Ty
Teorem g2'nin yardimiyla sonraki teorem kendisini kanitlar.

Teorem 97. Eger a sayilabilir, ve her elemant da sayilabilir ise,
ve ayrica f: w — a, ve her n dogal sayist i¢in

gn: w = f(n)

ise, 0 zaman |Ja = {g.(y): (z,y) € w x w}, dolayswyla

e
bilesimi de sayilabilir.

Ornekler sonraki alt béliimdedir. Kisaca, elemanlar1 sayilabilir
olan sayilabilir bir a kiimesinin biligimi de sayilabilir; ama a kii-
mesinin her elemani, tanim kiimesi w olan bilinen bir génderme
tarafindan ortiilmelidir. Yani A, tiim sayilabilir kiimeler siifi ol-
sun; o zaman

YV (:BGA/\Vy(yE$:>y€A):>U:E€A)

climlesini kanitlamig olmadik. Bu ciimlenin dogrulugu igin Segim
Aksiyomu gerekir.

5.2.3. Kuvvet alma

Ordinal kuvvetleri alarak sayilamaz sonsuzluktaki kiimeler olugtu-
rulamaz.

Teorem g8. w® ~ w.
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-1 hx(z—z) gk
W————>w X («U%wk X w%‘warl

Sekil 9. w* ! ~ w

Kanit. w® = J, ., w". Teorem g2'nin kanitindaki gibi
froxwSw
olsun. Her k£ dogal sayisi i¢in
g = (En) = @ n+&) I (" x w)
olsun; o zaman Teorem g1’in kanmitindaki gibi

gr: wF x w S wk

+1‘
Bu durumda h: w = w” ise
g © (h X (xr—>x)) of 1w = whtt,
(Sekil g’a bakim.) Ozyineleme ile Gyle m ~ f,, géndermesi vardir
ki
fo=(z—=0)lw, fi=@m—2)]w, fig: oS
O zaman Teorem g7 sayesinde | J, _,, w* bilesimi sayilabilir. O

w® gibi Yw sayilabilir mi? Daha genelde a® ~ “a? Teorem
g6’da buldugumuz "« ile o™ arasinda esglenigi kullanarak “a si-
nifindan a® kiimesine giden bir egleme tanimlayamayiz. Teorem
105’e bakin.

Tiim « ile 8 ordinalleri i¢in, tanim kiimeleri S ordinalinin sonlu
bir altkiimesi olan ve deger kiimeleri o~ {0} farkinimn bir altkiimesi
olan gondermelerin simfi, exp(a, §) olsun.* Yani

exp(a,ﬁ):{f:ﬂx (xgﬁ/\x<w/\f:a:—>a\{0})}

olsun.

*exp(a, B) ifadesi, ve agagidaki Teorem g9, Levy’nin [13, IV.2.10] kitabin-
dan alinmigtar.
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Teorem g9. Tim « ile 5 ordinalleri igin
o = exp(a, B).
Kanat. exp(a, f) simfinin her eleman,

Yo > > > Tl

kogulunu saglayan { (7o, o), - - -, (Ya—_1, dn_1)} bigiminde yazlabilir.
Bu durumda

F({<707 50)7 R (771—17 5n—l>}) =a- 51 + o4 am (5n—1

olsun. O halde
F: exp(o, B) = oF;

aslinda Teorem 69’a gore F~1, & = &, gondermesidir. O]
Teorem 100. o = [ ve v = § ise exp(a,y) =~ exp(f, ).
Alistirma 53. Teoremi kanitlayin.

Sonug olarak o ve 3 sayilabilirse o < w.

5.3. Biiyiikliiklerin siralanmasi
Teorem 82’nin 6zel durumu vardir:
a<bAb<c=a<c

Ama a < bAD < ¢ ise a < ¢ sonucuna varabilir miyiz? Yani <
bagintisi bir siralama midir?

Sayfa 16 ve 119’daki Se¢im Aksiyomuna gore her kiime iyisiralana-
bilir, dolayisiyla her biiyiikliik, bir ve tek bir kardinal igerir, ve so-
nug olarak biiytkliikler, icerilen kardinallere gore iyisiralanabilir.
Ozel olarak < bagntisi bir siralamadir. Aslinda, Secim Aksiyomu-
nun yerinde Teorem 102 kullanarak, biiyiikliiklerin siralanabildi-
gini gosterecegiz.
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Teorem 101 (Schréoder-Bernstein). Tim a ve b kiimeleri i¢in
a<xbANb<a=a=b.

Kamt. f:a b ve g:b =5 @ olsun. Ozyinelemeyle

(a0, bo) = (a,b), (@nt1,bn+1) = (9[ba), flan])
olsun. O zaman
ap 2 a; 2 -+, bp Dby D ---
Ayrica
f 1 (G2n ~ Goni1): Gop N Gongr = Doyt N bongo,
97" T (@2ns1 N @2n2)t Qont N Q2ng2 — bay N Donr.
O zaman

I (U (agn N agpg1) U ﬂ an> Ug ' U (@2n+1 \ A2nt2),

a kiimesinden b kiimesine giden bir eglemedir. O]

Schréder—Bernstein Teoremi i¢in Zermelo, Sonsuzluk Aksiyomunu
kullanmayan bir kanit1 verdi. Sayfa 127’ye bakin.

Teorem 102. Tim a, b, ve ¢ kiimeleri i¢cin
a<bANb<c=a<c.

Alistirma 54. Teoremi kanitlayin.

Simdi biytikliikler, < bagintisina gore siralanabilir; ama Se¢im
Aksiyomunu kullanmadan bu siralamanin dogrusal olup olmadigini
bilmiyoruz.
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5.4. Sayillamaz sonsuzluk

Bazi sonsuz biiyiikliikler (yani elemani sonsuz olan biiyiikliik-
ler), bagka sonsuz biiyiikliiklerden daha biiytiktiir.

Teorem 103 (Cantor). Her a kiimesi i¢in
a< Z(a).

Kamit. {(z,{z}): © € a} gdndermesinin sayesinde a < Z(a).
Simdi f: a = P (a) ve

b={re€a: x¢ f(x)}
olsun. O zaman a kiimesinin her ¢ elemani igin
cebscég fo).

Oyleyse b # f(c). Dolaysiyla b ¢ fla], ve f, esleme degildir. Sonuc
olarak a % Z(a). O

Simdi sayfa 104’te sordugumuz soruyu cevaplayacagiz.
Teorem 104. Her a kiimest i¢in
z—={(y,0):yca~a}U{(y,1):yca}: Pa) > "2
Alistirma 55. Teoremi kanitlayin.
Teorem 105. w® < “w.

Kanat. Teorem 98 ve Cantor'un Teoremi ile
w’ R w < Z(w).
Teorem 104 ile, 2 C “w oldugundan, bir F' icin
F: 2(w) > Yw. O

Sonug olarak w® < “w.
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Cantor’un Teoremi, kiime olmayan siniflar i¢in yanhgtir. Mesela
V=2(V).

Alistirma 56. Cantor'un Teoremini kanitlarken a kiimesinin kiime ol-
dugunu nasil kullandik?

Teorem 96 ve 104 sayesinde a sonlu ise & (a) kuvvet smifi da,
sonlu bir kiimedir. O zaman bir b kiimesi i¢in £2(b) sonsuz ise,
b kiimesi de sonsuzdur, dolayisiyla, Cantor'un Teoremi sayesinde,
Z(b) kuvvet sinifi sayilamaz.

AKSIYOM 8 (Kuvvet Kiimesi). Her kiimenin kuvvet sinafo bir
kiimedir, yansi

Ve IyVz (z €y & Vw (w € 2= w e 1))

ctimlest dogrudur.

Ozel olarak sayilamaz kiimeler vardir, mesela 2 (w), Z (2 (w)),
ve saire. Boylece en biiytik kiime yoktur. Ama (Se¢im Aksiyomunu
kullanmadan) bu kuvvet kiimelerinin kardinallerinin olup olma-
digin1 bilmiyoruz. Asagidaki Hartogs'un Teoremi ile, daha kiigiik
olmayan kardinaller olacaktir.

Sonraki teoremler igin

P°(a) = a, 2" (a) = 2(P"(a))
Ozyineli tanimini yapariz.
Teorem 106. Tim a ve b igin a x b C P?*(aUD).
Alistirma 57. Teoremi kanitlayin.
Sonraki teorem, Teorem 122 igin kullanilacaktir.
Teorem 107 (Hartogs). Her a kiimesi igin, bir § ordinali i¢in,

B4 a, 8 < P'(a).
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Kamt. B = {¢: £ < a} olsun. O zaman B gegislidir, dolayisiya B
bir kiime ise, bir # ordinalidir. Bu durumda g ¢ § oldugundan

B X a.
Neden B bir kiime olmalidir? &2 (a) x & (a X a) ¢arpiminin
(c,s) € b< (s bagmtisy, ¢ kiimesini iyisiralar)
kogulunu saglayan b altkiimesi vardir. O zaman
B = {ord(c, s): (c,s) € b} = 5.

Ayrica

aH{sU{(x,x):xEc}:
(c,s) Eb/\sgcxc/\a:ord(c,s)}:
B3 2Ya). O
Su andan itibaren
K, A, 1L, v

kii¢clik Yunan harfleri, her zaman kardinalleri gosterecektir.

Simdi her s kardinali i¢in, bu kardinale gomiilemeyen en kiciik
ordinal vardir. Bu ordinal, bir kardinal olmalidir. Bu kardinale,
kardinalinin ardili (veya kardinal ardils) denir, ve bu ardil

K,+

ifadesiyle gosterilir. Boylece k < k™, ve her A\ kardinali i¢in ya
A< kyadart <A\
Kk sonsuz ise kT ordinal olarak ardil degildir:

Teorem 108. Her sonsuz kardinal, ordinal olarak bir limattir.
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Alistirma 58. Teoremi kanitlayin.

Teorem 109. Elemanlar: kardinal olan bir kimenin supremumu,
bir kardinaldir.

Alistirma 59. Teoremi kanitlayin.
Simdi

NO = w,
Nﬂ-ﬁ-l = (Nﬁ)+7
v limit = N, = sup{N¢: £ <~}

kogullar;, ON smifinda bir £ — R, islemini tanmimlar. (Burada X,
Ibrani alef harfidir.)

Teorem 110. § — R gondermesi, KN\ w swnafiny orten, normal
bir islemdir.

Alistirma 60. Teoremi kanitlayin.

5.5. Toplama ve carpma
Tanima gore
k@ A = kard(k + \), K ® A= kard(k - A).
O zaman Teorem 85 ve g1 sayesinde
k@ A =kard(k U \), k® X =kard(k X A).
Sonraki teoremler sayesinde kardinal hesapmalari kolaydir.

Teorem 111. Tim k ile A kardinallers i¢in

KB AN= @K, KRQA=AR® K.
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Alistirma 61. Teoremi kanitlayin.

Teorem 112. 2 < Kk < )\ ise
ASKEPALSKRALSA® A
Alistirma 62. Teoremi kanitlayin.

Teorem 113. F', ordinallerde normal bir islem, ve
o~ = Fla) ~ F(8) (s)
1se, o zaman tim sonsuz k kardinali i¢in
F(k) = k.

Kanat. F kesin artan oldugundan, Teorem 56 sayesinde k < F'(k).
Miimkiinse k£ < F'(k) olsun. Teorem 109 sayesinde  bir ordinal
limiti oldugundan ve F' normal oldugundan bir « i¢in

a< k< F(a).
O halde A = kard(«) ise, (§) satirindaki kogula gore
A<k < F(N.

Boylece {£: € € KNAS < F(§)} smufinin en kiigiik elemani yoktur,
dolayisiyla siif bogtur. O]

ON smifinin bir a altkiimesinin en biiylik elemani varsa
maks a

olarak yazilabilir.

Teorem 114. A\ sonsuz ise A = A ® .
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Kamit. ON x ON carpimu,

maks{a, f} <7< (a,5) < (7,0)

kogulunu saglayan bir < bagmtisi tarafindan iyisiralanir, ve bu
durumda

axa={(&n):(&n) < (0}
Ornegin

(o, B) < (7,0) < maks{a, 5} < maks{~v,d}
V<i<y=a«
V(B<a=3dAy<0)
Va<y<o=p

(1)

olabilir. O zaman sayfa g93’teki Teorem 8o’e gore, ON x ON ¢arpim-
indan ON sinifina giden

G, 8) ={G(&n): (&) < (o, B)}
kogulunu saglayan bir G gondermesi vardir, ve bu durumda
G(a,B) = ord ({(&m): (€m) < (. 8)}, <).

Mesela () satirindaki kogullar1 altinda G' géndermesinin degerleri,
Sekil 10’daki gibidir. (Sayfa 101’deki Sekil 8 ile kargilagtirin.) Simdi

F(a) = G(a,0)
olsun. O zaman F(a) ~ a X «, dolayisiyla

axf=>axa~fxp [Teorem 93]
= F(a) ~ F(B).
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0 1 2 3 6] y
0 0 2 6 5+
1 1 37 J++
9 4 5 8 5+~
3 9 :
a G(a, B)
v ) o’ d+7-2
Yo+ (y-2)

Sekil 10. A=A ® A

Ayrica F' kesin artandir. Son olarak « limit ise
F(o) ={G(&,n): maks(¢,n) < o}
= [ J{G(& n): maks(¢,n) < ¢}

(<a

— sup F(().

(<a

Boylece F' normaldir, ve son teoreme gore k sonsuz ise F(k) = k,
dolayisiyla
K=KQ® K. [l

Teorem 115. Tim o ve 3 i¢in

Nﬁ ) ny = Ng (029 N,}, = Nmaks{a,6}~
Kanat. Teorem 112 ve 114. O
5.6. Ordinaller Kuvvetlerinin kardinalleri

Herhangi bir A smifi i¢in
Pu(A),
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A smifinin sonlu altkiimelerinin sinifi olsun.

Teorem 116. o sonsuz ise
Py(a) = a® =~ a.

Kamit. Eger w < « ise, o zaman

a<a®
~ exp(a, w) [Teorem gg|
C Zy(w x a)
~ Py(a) [Teorem 115).

Ayrica b € P, () ise, Teorem 80’e gore, bir ve tek bir f i¢in
£+ (kard(b),€) = (b, €).
Ozel olarak f € *d®)q. Boylece

Po(a) < U "a.

new
Ozyineleme ile, tanim kiimesi w olan,
go: "o 5 a, Gnir: "o S a
kogullarini saglayan bir n +— g, géndermesi vardir. Aslinda
g0(0) =0, 91(f) = f(0), h:iaxasa
olsun. Eger ¢,,: "a = « ise, 0 zaman

In1(f) = h(gn(f I'n), f(n))

olsun. Simdi

f— (kard(f),gkard(f)(f)): U "o 3w x a.

new

Son olarak tekrar w X o ~ «. O]
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Teorem 117. « ile B sonsuz ise
o’ ~ maks{a, 3}.

Kamit. 11k olarak

O./:Cl/l

p

N IN

o’ [Teorem 65|
o [Teorem 65 ve 56]

Eger {(70760)7 SRR (77171757171)} € exp(a,ﬁ) ve 7o < -+ < Yn-i
ise, o zaman

f({(%,(so),..,(Vn,l,an,l)}) = ({30r- 2 1}y (Gor - 6n1))

olsun. O halde f: exp(a, ) BN Po(B) x exp(a, w), dolayisiyla

o = exp(a, B) < Pu(B) x exp(a, w) =~ f x a ~ maks{a, }. O

5.7. Kontinii Hipotezi
Cantor’un Teoreminden

Kontinii Hipotezine (Continuum Hypothesis) gore, & (w) kii-
mesi iyisiralanabilir ve ayrica

Bu bir aksiyom degil, sadece bir ciimledir. Bu cliimleye KH denir.
Genellestirilmis Kontinii Hipotezi (Generalized Continuum
Hypothesis) veya GKH,

VaeVy (w =z <y=< P(r) =y~ P(v))
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climlesidir. Jimdilik GKH = KH gerektirmesinin dogrulugu, apa-
¢ik degildir; ama bu dogrulugu gosterecegiz.
Ondan énce & (w) ~ R eglenikligini gosterecegiz.

N={recw:z>1}
olsun, ve N x N ¢arpiminda ~,
(a,b) ~ (¢,d) = a-d=b-c
kogulunu saglayan ikili bagint1 olsun.
Teorem 118. ~ bir denklik bagintisidor.
Alistirma 63. Teoremi kanitlayin.

O zaman (a,b) € N x N ise
a/b=7 ={(@,y) €NxN: (z,) ~ (a,b)}
olsun, ve
Q" ={z/y: (x,y) e NxN}, Q=(Q uUQ")uU{0}

olsun. Q kiimesinin elemanlari, kesirli sayilar (rational numbers)
olarak anlagilabilir.

Teorem 119. Q =~ w.

Alistirma 64. Teoremi kanitlayin.

Teorem 120. z — x/1: N S QF. Ayrica QF kiimesinde

o c_gadtbe o c_a b _a-d
b d  b-d b d bd c/d b-c
ve a c
E<;l<:>a-d<b-c

tanimlary yapulabilir. O zaman <, QT kimesinin dogrusal sirala-
masidir, ve a < b ise

<2a+b<a—|—2b<b
a )
3 3
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Alistirma 65. Teoremi kanitlayin.
Simdi R*,
0CacCQt,

r<yANy€a=2xEca,
yc€a=3z(y<zAzE€a)

kosullarini saglayan a kiimelerinin kiimesi olsun, ve
R=(RTUR")U{0}

olsun. R kiimesinin elemanlar1, gergel sayilar (real numbers) ola-
rak anlagilabilir. Ayrica R kiimesine kontinii (continuum) denebi-
lir.

Teorem 121. R~ Z(w).

Kanit. n € w ve o € "2 ise

olsun. Yani 6zyinelemeyi kullanarak f(0) = 1 olsun, ve o € ™2 ise
F(eu{m0}) = 1), f(eu{m})=fo)+2/3"
olsun. Simdi o € “2 ise
g(o) = {xe(@+: dn (7]< wAz< f(o [77))}

olsun. O zaman ¢g: “2 — R*. Aslinda ¢ bir gommedir, ¢linki
ocln=7]namaoc(n)=0ver(n)=1ise, o zaman

flo) +1/3" € g(7) ~ g(0).
Ayrica QT = w ve RT C Z(Q71), dolayisiyla
VLR Z2(QF) = P (w) =~ L2

Schroder—Bernstein Teoremine gore 2 ~ R™*, O

5.7. Kontinii Hipotezi 117



Teorem 122. GKH dogruysa, her kiime iyisiralanabilir.
Kamit. Her a kiimesi, & (a Ll w) kiimesine gomiilebilir, ¢iinkii
e {(2,0)}: a > Plalw).

Bu nedenle & (allw) iyisiralanabilirse, a kiimesi de iyisiralanabilir.
Genelde ¢ C b ve kard(b~\ ¢) =1 ise

P (b))~ P(c)U P(c).
Ayrica a Ll w =~ a U ', dolayisiyla
Plalw)~ P2alw)~ Z2aUw)ldZalw).

O zaman dedigimize gore, a kiimesini iyisiralamak i¢in, a ~ a U
a eslenikligini varsayabiliriz. Ozel olarak a kiimesi sonsuzdur. O
zaman Schréoder—Bernstein Teoremi ve tiimevarimdan, her n dogal
say1sl ic¢in

P"(a) =~ P"(a) U P"(a), P"(a) = 2" (a) U{0}.
Simdi b < #(a) olsun. O zaman
axbla<x Za)UP(a) = P(a).

GKH varsayimimiza gore a ~ bl a veya b U a ~ Z(a). Birinci
durumda b < a. Ikinci durumda

bUa=x P(ala) =~ P(a) x P(a).
Simdi
f:blua> Z(a) x Z(a), w(z,y) ==z

olsun. Cantor’un Teoremine gore, a ~ f [a X {1}] oldugundan

ﬂ[f[a X {1}}} c P(a),
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dolaysiyla & (a) \ 7| fla x {1}]] farkinn ¢ eleman vardir. Eger

d= {:c €b: m(f(x,0) = c}
ise, 0 zaman f]d] = {¢} x P(a), dolayisiyla
d~ Z(a), P(a) 2 b, b~ Z(a).
Kisaca, gosterdigimiz

ala~a AN bxPa) = bxPa) V b

R
s

Hartogs'un Teoremine (yani Teorem 107’ye) gore bir  ordinali
icin 8 £ a, ama 8 < £%a). O zaman 3, ya 2*(a), ya 23(a), ya
P%(a), ya da Z(a) ile egleniktir. Her durumda a < 3, dolayisiyla
a iyisiralanabilir. O

Teorem 123. GKH = KH.

Kamit. GKH dogru ise, son teoreme gore her kiime iyisiralanabilir.
Bu durumda her kiimenin cardinali vardir. Ozel olarak & (w)
kiimesinin Ng cardinali vardir, ve 5 # 0, dolayisiyla

w=<N < Z(w). O

5.8. Kardinaller kuvvetleri

Genellegtirilmis Kontinii Hipotezini kabul etmeyecegiz, ama Te-
orem 122'nin sonucunu kabul edecegiz. Se¢im Aksiyomunun c¢ok
bi¢imleri vardir; ama bizim i¢in en uygun bigimi, asagidadir.

AKSIYOM g (Secim). Her kiime iyisiralanabilir.

Her sayilabilen kiime zaten iyisiralanabildi. Simdi her sayillamaz
sonsuzluktaki kiime iyisiralanabilir, yani bundan 0 adli bir elemani
secilebilir, ve ondan sonra 1 adli elemani, vesaire.
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Oyleyse her kiimenin kardinali vardir. Kuvvet Kiimesi Aksiyo-
munun sayesinde "o smifi bir kiimedir, ciinkii

fa C 2(8 x a).

O zaman
x* = kard(*k)

tanimin yapabiliriz. (Bu kuvvet, ordinaller kuvveti degildir.)

Teorem 124. Tium k, \, i, ve v kardinaller: i¢in

0<A=0"=0,
0o_, KM = A @ kM,
K =
) A®p (LA
1)\_1 K H_("i)ua
/@1:,«;7 /{S,u/\/\<u:>/i>‘<p”.

Alistirma 66. Teoremi kanitlayin.
Teorem 125. Her k i¢in
Kk < 2"
Alistirma 67. Teoremi kanitlayin.
Teorem 126. 2 < K, 1 < A, ve Ny < maks{k, A\} olsun. O zaman

<=k : ()
k=K< K <28 (xx)

K A= 92A
A< k=

Kanst. Hipoteze gore k < 2% ise 2 < k < 2* ve \ sonsuzdur,
dolayisiyla
2)\ < /i)\ < (2)\))\ — 2/\@)\ — 2)\.

Ayrica A < k ise k sonsuzdur, dolayisiyla

k< RN < (2°)) = 2°0r = 9%, O
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Teoremin (||) ile (%) gerektirmelerinde x < 2* ile A < & ko-
sullar1, ayn1 anda dogru olabilir. Bu durumda (||) gerektirmesi,
digerinden daha ¢ok bilgi verir. Boylece (xx) satirindaki ctimlenin
yerine

N < hk=r< KL

ciimlesi konulabilir. Ornegin

2 < k2N = gl = 9%
Mo < k= k< RN L 28

Simdi

:0 = w,
:CH»I - QJQ,
B limit = Jg = sup{Je: £ < B}

olsun. (Burada 3, Ibrani beth harfidir.)

Teorem 127. & — ¢ gondermesi, normal bir islemidir. GKH
dogrudur ancak ve ancak her o ordinali i¢in

R, = J..
Alistirma 68. Teoremi kanitlayin.

Teorem 128. Tim k ve X\ i¢in

Alistirma 69. Teoremi kanitlayin.

Simdi A < k (veya 2* < k) durumunu iki duruma bélecegiz.
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5.8.1. Kofinallik

Sonsuz bir k kardinali limit ordinali oldugundan

H:SUP{§2£</€}:U£.

E<k

Bazen bir kardinal, kendisinden kiigiik bir altkiimenin supremumu-
dur. Ornegin w < N, ama

Ny =sup{¥,: z € w}.
Genelde a limit, b C «a, ve

V£(5<a:>5|77(77€b/\§<77))

ise, b altkiimesi, a ordinalinin sinirsi1z (unbounded)* altkiimesidir.
Bu durumda
a = sup(b).

Ornegin her limit ordinali, kendisinde smirsizdir. Ayrica, {N,:z e
w}, N, ordinalinde simirsizdir. Bir limit ordinalinin smirsiz alt-
kiimelerinin en kiigiik kardinaline, ordinalin kofinalligi (cofina-
lity) denir, ve bu kardinal, kf(«) olarak yazilabilir. Yani

kf(o) = min{kard(z): * C a Asup(z) = a}.
Ayrica, tanima gore,
kf(0) =0, kfla+1)=1
denebilir, ama bu durumlar1 kullanmayacagiz.

Teorem 129. Her o limit ordinali i¢in, tanim kiimesi kf(a) olan,
deger kiimesi o ordinalinin simarsiz bir altkimesi olan, kesin artan
bir gonderme vardar.

*[15, §13.7, s. 156] kaynaginda b, o ordinalinin bir kofinal altkiimesidir.
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Kanat. f: kf(a) — « olsun, ve f|a], a ordinalinin simirsiz bir alt-
kiimesi olsun. Ozyinelemeyle, tanim kiimesi kf(a/) olan,

9(8) = maks(f(9), sup(g[4]) )

kogulunu saglayan bir g gondermesi vardir. Eger § < kf(«) ve
98] C a ise, o zaman ¢[f], o ordinalinin siirsiz altkiimesi degil,

dolayisiyla g(3) € a; ayrica f(3) < g(B). Oyleyse g, istedigimiz
gibidir. O

Teorem 130. « ve 8 limit ordinalleri olsun. Eger f: a — [ wve
kesin artan ise, ve f = fla] ise, o zaman

kf(a) = kf(B).
Kanat. kf(B) < kf(a) ve kf(a) < kf(3) esitsizliklerini kanitlayaca-
g17.
1. g: kf(a) - a ve Jglkf(a)] = a olsun. § < f ise, hipoteze
gore a ordinalinin bir 6 elemani i¢in

d < f(6).
O zaman kf(a) kardinalinin bir ¢ elemani i¢in
0 < g, 6 < f(0) < f(g(v).
Oyleyse J(f o g)[kf(a)] = B, dolayisiyla kf(3) < kf(a).
2. h: kf(B) — B ve Jhkf(B)] = 5 olsun. § < kf(5) ise
k(6) = min{¢ € a: h(d) < f(§)}

olsun. O zaman k: kf(8) — a. Eger § € « ise, o zaman kf([)
kardinalinin

f(0) < h(o)
kogulunu saglayan bir ¢ elemani vardir. O zaman
f(0) < h(6) < f(k(5)),

dolayisiyla 6 < k(6), ciinkii f kesin artandir. Oyleyse | J k[kf(3)]
a, dolaysiyla kf(a) < kf(3) ve ashnda kf(a) = kf(3).

oo
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Ozel durum olarak F normal ve o limit ise
kf(F(«)) = kf(a).
Teorem 131. « limit ise kf(R,) = kf(«).
Kamt. & — R¢ normaldir. O]

Teorem 132. Cantor normal bi¢iminde
a:wao.a0+...+wa”.an

ve oy, > 0 1se, 0 zaman

w, eger o, bir ardilsa,
kf(a) = o
kf(av,), eger au, bir limitse.
Kanit. Son teoreme gore « limit, v > 1, ve § > 2 ise
kf(a) = kf(8 + a) = kf(y - a) = kf(6). O

Bazen bu hesaplama bize yardim etmez. Mesela f(0) = 0 ve
f(n+1) = w/™ ve a = sup(f[w]) ise, yani

a =sup{0,1, w, w®, w*" ...}
ise, o zaman kf(a) = w, ama a = w®.
Teorem 133. Her a ordinali i¢in
kf(Npi1) = Vo1

Kamit. 8 < Nyq ve f: f — Nyyq olsun. O zaman

sup(f[8]) = | £(9).

£<p

Bu bilegsimden X, x N, carpimina giden bir A gémmesini tanim-
layacagiz. Secim Aksiyomu sayesinde (J{*N,: & < N,y1} kiimesi
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iyisiralanabilir. Bu siralamaya gore § < R, ise °R, kiimesinin en
kiigitk gommesi, gs olsun. O zaman v < sup(f[f]) ise

d=min{z € B:y < f(x)},  h(7)=(g5(9),95(7))
olsun. Bdylece
kard (sup(f[8])) < kard(Rq x R,) =R,

dolayisiyla sup(f[5]) < Nai1. Sonug olarak kf(R,11) = Npeq. O

5.8.2. Hesapmalar
Teorem 134. 2 < K, 1 < A, ve Ny < maks{k, A\} olsun. O zaman

A > kf(k) = Kk < K,
CKHA X < kf(r) = v = k™.

Kanit. kf(k) < X ise *k kiimesinin
n=J 1)
€<

kogulunu saglayan bir f elemani vardir. Simdi £ — ge: £ — 2k

olsun. O zaman *r kiimesinin {g¢: £ < x} kiimesinde olmayan bir

n = min(n\ {ge(n): € < f(n)})

eleman1 vardir.
Simdi A < kf(k) olsun. O zaman Teorem 133’tin kanitindaki gibi

== U s U Madg = |J ex U 2

E<k AE<R ALE<R ALE<R ALE<R
¢eKN ¢eKN
Eger GKH dogruysa i < k = 2* < k, dolayisiyla x* < k. [l
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Simdi, gosterdiklerimize gore, eger k + A sonsuzsa, o zaman

1< A
Ayrica
AT,
GKH = r* = { kT,
%7
Ozel olarak
NB-H?
GKH = R, = { Ry,
NOA?

126

eger 2 < k < A ise,
eger kf(k) < A < K ise,
eger 1 < A < kf(k) ise.

eger a < 3 ise,
eger kf(a) < Ng <R, ise,
eger Nz < kf(a) ise.
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A. Schroder—Bernstein Teoremi

Tekrar Schroder-Bernstein Teoremine (yani Teorem 101’e) baka-
caglz.

Teorem (Schroder—Bernstein). Tiim a ve b kiimeleri i¢in

axbANb<a=a~0b.

Kamit (Zermelo [29]). f:a <> bve g: b= a olsun. Bu durumda
(go fla] € g[b] C a, glb] = b.

Biz a = g[b] eslenikligini kanmitlayacagiz. Sonug olarak a = b ola-
caktir.

a kiimesinden g[b] kiimesine giden bir h eglemesini tanimlayabi-
lirsek, herhalde a kiimesinin bir ¢ altkiimesi i¢in

h={(m,):zectU{(@(go @)z canct (%)
olacaktir. O halde

cU(go flla~c=glb] (1)
olmaldir, ¢linkii hla] = g[b] olacaktir. Ayrica
cn(gofllaxd=0 ()

olmalidir, ¢linki A bir gdbmme olacaktir. O zaman

¢ =glbl~ (9o flla~¢]

olmalidir. g o f birebir oldugundan
(go flla~c=(gofla]~ (g0 f)ld,
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dolayisiyla
¢=glbl~ (g0 Nlal ~ (g0 f)le])
olmalidir. (go f)[c] C (go f)la] C g[b] oldugundan
c= (glt] ~ (g0 lal) U (g (8)

olmalidir. Ters olarak, eger ¢, (§) satirindaki gibiyse, o zaman (1) ile
(1) satirlar1 dogrudur, ve sonug olarak, go f birebir oldugundan, ()
satirindaki gibi h gondermesi, a kiimesinden g[b] kiimesine giden
bir eslemedir.

Simdi oyle bir ¢ kiimesini bulmaliyiz. O zaman

A= {z: (gt} ~ (9o fllal) U(go flz] Ca Ca}
olsun. Bu durumda a € A, dolayisiyla (] A bir kiime olmahdir. Bu

kiime ¢ olsun. O zaman ¢ € A olmalidir (neden?). Eger (§) satir
yanlig ise, o zaman

ae e~ (g~ (g0 lal) Ulgo fle])
ciimlesini saglayan bir d vardir. Bu durumda
ex{d}e A (JACc~{d}, cCc~{d}, d¢c

Bu bir cgeligkidir. O zaman (§) satir1 dogru olmalidir, ve a = g[b],
dolayisiyla a = b. O
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