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1 Giris

1.1 Sayma ve ordinaller

Bir torbada birka¢ tane satrang tagimiz var, onlar1 teker teker geki-
yoruz, ve ayni zamanda sayilar diyoruz:

pivade (pawn);
kale (rook);

at (knight);

fil (bishop);
vezir (queen);
sah (king).

Bu sekilde taglari saymas olduk. Sonug olarak 6 tane tagimiz var
deriz. Ama taglar1 belli bir sirada c¢ektik. Bagka bir sira miimkiindii.
Taglar1 tekrar cantaya koyup g¢ekiyoruz:

piyade;
at;
vezir;
kale;
fil;

sah.

Son tag: ¢ekince yine 6 numarasini diyoruz. Her zaman Gyle olacak:
her zaman taglar1 sayinca 6’ya kadar sayacagiz. Ama nasil biliyo-
ruz?
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Saymak nedir? Saymanin nesnesi, bir topluluktur (collection).* Bir
toplulugu saymca aslinda onu siraliyoruz (order).

A bir topluluk olsun, ve R, onun bir siralamas1 (ordering) olsun. O
zaman A toplulugunun elemanlar: (elements) veya 6geleri (mem-
bers) vardir; ve bu toplulugun tiim b, ¢, ve d elemanlar: igin

1) b R b degil, yani
-bRb;

2) bRcvecRdisebRd, yani
bRcANcRd= bR,

3) b ve ¢ birbirinden farkliysa ya b R ¢ ya da ¢ R b, yani
b=cVbRcVcRD.

Boylece R,

1) yansimasiz veya doniigsiiz (irreflexive),
2) gegisli veya gegigken (transitive),! ve
3) dogrusal (linear) veya tam (total)

bir bagintidir. O zaman (A, R) ikilisi (ashinda swrale ikilisi), bir sira-
dir. Bu sira, A toplulugunun bir sirasidir.

Simdi A, satrang taglar1 torbamiz olsun. O zaman A toplulugunun
tiim siralari, birbiriyle izomorftur (isomorphic). Yani R ile S, A
toplulugunun iki siralamasiysa, o zaman A toplulugundan kendisine

*Kiimeler (sets), ozel topluluk olacak.

TIgik, bir aynadan yansir; ses, bir kayaliktan yansir. Yikanmak fiili, kendi
kendini yikamak Obeginin anlamina gelirse, doniigliidiir; yikanima fiilinin anla-
mina gelirse, edilgendir [14, 19].

f Kaynatmak fiili geciglidir, ¢linkii bir nesne ister; kaynamak gegigsizdir.
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giden &yle bir birebir ve 6rten f gondermesi vardir—yani A toplu-
lugunun dyle bir f permiitasyonu (permutation) veya eslesmesi
vardir—ki A toplulugunun tiim b ile ¢ elemanlar: icin

bRec< f(b)S f(e)

denkligi dogrudur. Ama bunu nasil biliyoruz?

Simdi A, pozitif tamsayilar toplulugu olsun. Yani A = N olsun. Bu
toplulugun aligilmig “dogal” < siralamasi vardir. Ama bagka sirala-
malar1 da vardir. Mesela N toplulugunun 6yle bir R bagintis: (veya
iligkisi: relation) vardir ki toplulugun tiim & ile m elemanlar1 igin

ERm<e (1<kANk<m)V(I=mAm<k)

denkligi dogrudur. Oyleyse R bagntisi, N toplulugunu siraliyor; as-
linda R siralamasi, < sirasi ile hemen hemen aymidir, ancak R sira-
sina gore 1 elemani, N toplulugunun son elemanidir. O zaman (N, <)
ile (N, R), birbirine izomorf degildir:

<|1, 2 3, ..;
R|2 3 4, .. 1

Simdi
ESme 2lk+mAk<m)V(21kA2]|m)

olsun. O zaman k S m ancak ve ancak

1) hem k hem m ya tek ya ¢ift, ve k < m, veya
2) k tek ve m gift.

O zaman S bagmtis1 da, N toplulugunu siraliyor, ama (N, <) ile
(N, S) siralari, birbirine izomorf degildir:

<
51

1, 2,3, ... 72 7 1
1, 3, 5 ..., 2, 4, 6,
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N toplulugu sayilabilir mi? Normalde, sayarken, sayilar diyoruz. R
siralamasina gore N toplulugunu sayimca 1 igin hangi sayiy1 diye-
biliriz? Yani yukaridaki ilk tablonun alt satirindaki 1 numarasinin
istiinde, soru igaretinin yerine hangi sayiy1 koyabiliriz? Bu say1 w+1
olacak.Ondan sonra w + 2, w + 3, vesaire sayilar1 olacak; bunlardan
sonra, W + w, yani w -2, w -2 4 1, vesaire sayilari olacak. Ama N
toplulugunun sadece w tane elemani olacak.

Aslinda kiimeler kuramcilar: olarak sayarken, 0’dan baglayacagiz:

‘O , 2, o w, w1l w+2,
1 .

6,

ot
N
N

Burada 0, 1, 2, 3, ...; w, w+1, w+2, ...; w-2, w-2+1,
...numaralar1, ordinal sayilar veya ordinallerdir. (Her ordinal,
bu sirada bulunacak.) Ayrica 0, 1, 2, 3, ..., w numaralari, kardinal
(cardinal) sayilar veya kardinaldirler (bagka kardinaller olacak);
ama w + 1, bir kardinal degildir.

Her kardinal, bir ordinal olacak, ama her ordinal, bir kardinal olma-
yacak.

Her ordinal, bir kiime olacak; ama bazi kiimeler, ordinal olmaya-
cak.

Her kiime, bir topluluk olacak; ve her kiimenin her elemani, bir
kiime olacak. O zaman a ile b kiimeyse, ya a kiimesi, b kiimesinin
elemamdir, ya da eleman: degildir. Ilk durumda b kiimesi, a kiimesini
igerir (contains), yani a kiimesi, b kiimesi tarafindan igerilir, ve

a€b
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ifadesini yazariz;* ikinci durumda b kiimesi, a kiimesini igermez,
ve

a¢b
ifadesini yazariz. Genelde C bir topluluk ise, yaa € C yadaa ¢ C.

Bize gore bos bir topluluk—elemanlar: olmayan bir topluluk—
vardir, ve bu topluluk, bir kiimedir. Bu varsayim, Bog Kiime Ak-
siyomudur (Empty Set Axiom). Bog kiimenin igareti,

J.

Ayrica a ile b kiimeyse, o zaman Gyle bir kiime vardir ki her eleman,
va a kiimesinin bir elemani, ya da b kiimesinin kendisidir. Bu yeni
kiimenin ifadesi,

a U {b}.

Bu toplulugun kiime oldugu, Bitigtirme Aksiyomudur (Adjunc-
tion Axiom)." Burada a bos ise, yeni a U {b} kiimesi,

{0}

olarak yazilir. O zaman asagidaki gibi kiimelerimiz vardir:
o, {o}, {gtu{{el}, ({etufiel})u{{eru{{el}}.

Bu ifadelerin yerine

o, {2}, {2,{2}}, {@,{@},{@,{@}}}

*Buradaki € isareti, Yunan ¢ (epsilon) harfinden tiirer. Bu harf, é¢ot{ keli-
mesinin ilk harfidir, ve A éotl B climlesi, “A, B’dir” (A is B) anlamina gelir.
Epsilonun bu kullanigini, Peano [17] ortaya koymustur.

TBu aksiyom, Tarski ve Givant [24, p. 223, QIII] kaynaginda bulunur; 1ngi—
lizce adi, Boolos [2, p. 100| kaynaginda bulunur.
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ifadelerini yazabiliriz. Aslinda Osayisin1 @ olarak tanimlariz, yani
0=0.

Bu sayi, ilk ordinaldir. Her a ordinali i¢in bir sonraki ordinal ola-
cak, ve bu ordinal, a U {«a} olacak. Mesela 0’dan bir sonraki ordinal
{0} olacak; yani

1= {0}

olacak. Ayrica her « ordinal i¢in
a+1=aU{a}
olacak. Ama bildigimiz gibi
1+1=2, 241=3, 3+4+1=4,
vesaire. O zaman

2=1U{1} ={0,1},
3=20{2} ={0,1,2},
4=3U{3}=1{0,1,2,3},

vesaire. Boyle tanimlanmig sayilar, von Neumann dogal sayilari-
dir (von Neumann natural numbers [26]). Bu sayilar, bir toplulugu
olusturacak, ve bu topluluk, w olacak. Yani w, 6yle bir topluluktur
ki

1) 0 € w,
2) acwisea+1ew,ve
3) w toplulugunun bagka elemani yoktur.

Oyleyse w toplulugunun tammi, zyineli veya rekiirsiftir (recur-
sive).
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1.2 Ordinaller Hesaplan

Sonsuzluk Aksiyomuna* (Axiom of Infinity [28]) gére w toplu-
lugu, bir kiime olacak. O zaman w bir ordinal olacak, ve bu ordinalin
her k elemani igin w + k kiimesi, bir ordinal olacak.

Aslinda tiim « ile 8 ordinaller icin
«a + (3 toplamini, « - B garpimini, ve o” kuvvetini
tamimlayacagiz. O zaman

l+w=w<w+1,
22 w=w<w-2,
(w+1)* =w® <!
olacak. Ashnda:

e 1+ w toplami,
(0,0,1,2,3,...)

sirasinin ordinalidir, ama w + 1,
(0,1,2,3,...,0)
sirasinin ordinalidir.

e 2. w carpimi,
(0,1,0,1,0,1,...)

sirasinin ordinalidir, ama w - 2,

(0,1,2,3,...,0,1,2,3,...)

*Veya Sonsuz Kiime Aksiyomu [16].
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sirasiin ordinalidir; ayrica

2 W=24+2+24--,
w2=wt+w=w+1+1+1+---
(15 numarali sayfaya bakin).
e (w+ 1) kuvveti,
(w+ 1% (w413 (w+1)4 ...
dizisinin limitidir, ve
(w+1)? =(w+1)- (w+1)
=(w+1)-w+(w+1)-1
=(w+l+w+l+w+l+--)+w+l
=(wtwtw+-)+w+1
:w2+w+1,
(W+1)P=(w+1)* (w+1)
= (W+w+1) (w+1)
= (
= (

wWwtw+)-wtrwitwtl

Wtwtltwltw+l+w’+ )+’ w1

=(@W+w’+ )+’ +w+l
:w3+w2+w+1,
ve genelde

(WH+D)"=w"+w" '+ Fw+ 1.

Ayrica her pozitif a ordinali i¢in &yle bir ¢ dogal sayisi, ve ag, ...,

ay ordinalleri, ve ag, ..., ap pozitif dogal sayilar1 vardir ki

ag > - > oy, a=w- aqg+- -+ w*-ay.
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Burada w®-ag+- - -+ w¢-ay ifadesi, a ordinalinin Cantor normal
bi¢imidir (Cantor normal form). Her pozitif ordinalin tek bir Can-
tor normal bi¢imi vardir. Bundan hesaplama kurallar: tiireyebilir.

1.3 Kiimeler ve Siniflar

Her topluluk, bir kiime degildir. Ornegin yle bir R toplulugu vardir
ki her elemani1 bir kiime, ama bu kiime, kendisinin elemani degildir.
Yani

R={z:z ¢ z}.

Burada x degigkeni her zaman bir kiime olacak. Simdi a bir kiime
olsun. Eger a € a ise, o zaman a ¢ R, dolayisiyla a # R. Eger a ¢ a
ise, o zaman a € R, dolaywsiyla a # R. Her durumda R toplulugu,
a kiimesi degildir. Yani R, bir kiime degildir. Bu teoreme Russell
Paradoksu denir [20].

Elemanlar1 kiime olan baz topluluklar, simif olacak. Her kiime, bir
siiftir, ancak baz smiflar, kiime degildir. Mesela yukaridaki gibi
{z: z ¢ x} toplulugu, bir simftir, ama gosterdigimiz gibi kiime de-
gildir. Tanima gore her sinif,

{z: ()}

bi¢iminde yazlabilir. Burada ¢(z), kiimeler kuramimin mantiginda
bir formiildiir. Eger a bir kiimeyse, o zaman ¢(a) ifadesi, bir clim-
ledir. Her ciimle, ya dogru ya yanligtir. Bir {x: ¢(2)} simifinin ele-
manlari, ¢(a) climesini dogru yapan a kiimeleridir. Bu smif, ()
formiilii tarafindan tanimlanir.

Bir ¢(z) formiiliiniin bir ve tek bir serbest degigkeni vardir, ve bu
degigken, x olur. Ancak bir formiiliin birden fazla serbest degigkeni
olabilir. Ornegin

Vz(zex o z€y)
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ifadesi, bir formiildiir, ve serbest degigkenleri, x ile y olur. Bu for-
miilde z, baglantih degiskendir. Formiil, kiimelerin esitlik ba-
gitisimi tanimlar. Yani a ile b kiimeleri birbirine esittir, ancak ve
ancak

Vz (z €ae z€)),

yani elemanlar1 aynidir. Kiime olmayan bir sinifin oldugunu kanitlar-
ken, bu kurali kullandik. Yukaridaki Vz (z € x < z € y) formiiliiniin
yerine

T=Y

ifadesini yazariz. O halde bir {z: z = z} simfi vardir, ve bu simf,
tiim kiimelerin sinifidir. Bu sinif, evrensel siniftir (universal class),
ve igareti,

A%

olacak. Ayrica a bir kiimeyse, o zaman bir {x: z € a} simfi vardir,
ama bu sinif, a kiimenin kendisidir, yani

a={z:z€al.
Oyleyse, dedigimiz gibi, her kiime, bir smiftir.

Sonsuzluk Aksiyomunu kullanmadan w toplulugunun smif oldugu
apacik degildir, ama simf olacaktir. Ondan sonra Sonsuzluk Aksi-
yomu, Jz x = w bi¢iminde olabilecektir.

Aslinda w siifi bir kiime oldugundan, Yerlestirme Aksiyomuna
(Replacement Axiom)* gore {y: Iz (r € w Ay = w + x)} smufi, bir
kiime olacaktir. Bu kiime

{w+z:z € w}

*Skolem [22], 1922 yilinda bu aksiyomu tavsiye etti; aynmi yilda Fraenkel,
benzer bir aksiyomu tavsiye etmis. Ayrica Cantor’a [4, p. 114] bakin.
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olarak yazilabilir. Bilegsim Aksiyomuna (Union Axiom [28]) gore
bu kiimenin

U{w+x:x€w} veya U(w—i—x)

rew
bilesimi de bir kiimedir; tanima gére bu bilegim, w+ w toplamidir.

Kiimelerden olugturulmus baz topluluklar, simif degildir. Bu sonug,
Godel’in Eksiklik Teoremi (Godel’s Incompleteness Theorem
[11]) veya Tarski’nin Dogrulugun Tanimlanamamasi Teoremi
(Tarski’s Theorem on the Indefinability of Truth [23]|) gibidir. Bu
teoremlerin asil bigimleri, N toplulugu hakkindadir, ve bu bigimde
teoremlerini kanitlamak zordur. Fakat bu teoremler, V hakkinda ya-
zilabilir; ve bu bigimde onlar1 kanitlamak daha kolaydir.

Tiim ordinallerin toplulugu, bir simif olacak, ve bu sinifin igareti
ON

olacak. Aslinda bu siif, bir a kiimesiyse, o zaman a € ON olurdu,
yani a € a olurdu; ama bir ordinal i¢in bu igerme imkansizdir. Sonug
olarak ON, bir kiime degildir. Bu teorem, Burali-Forti Paradoksu
[3] olarak bilinir.

1.4 Kardinaller

ON smifinin bir siralamasi vardir, ve bu siralama, icerimedir, yani
€ ile gosterilen siralamadir. Segim Aksiyomuna (Axiom of Choice
[28]) gore, her a kiimesinden bir 8 ordinaline giden bir egleme (yani
bir birebir érten génderme) vardir. O halde

a~f
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ifadesini yazalim, ve a ile 8 kiimelerine eglenik densin [16, s. 82].
Eger a verilirse, ve a & [ kosulunu saglayan ( ordinallerinin en
kiigtigii  (“kappa”) ise, o zaman k, a kiimesinin kardinalidir. T{im
kardinallerden olugturulmus topluluk, bir simif olacak, ve bu smifin
isareti

KN

olacak. En kiigiik sonsuz kardinal, w olur. ON smifindan KN simi-
fina giden bir
f —> Ng

gondermesi vardir. Burada
Ny =w ve a < f e N, <Ng,

ve her sonsuz kardinal, bir o ordinali i¢in, X, bicimindedir. Iki kar-
dinalin kardinal toplami ve kardinal garpimi vardir, ama

Na@Nﬁ :Na®Nﬁ :Nmaks(a,,@)
Ayrica 1< k< wise Rg @k=kDON, =N, @k =kRN, =N,.

Genelde siyah harfler, simiflar1 gosterecek. Simdi A ile B, simif ol-
sun.Eger A smifinin her elemani, B sinifinin elemaniysa, o zaman A
smifina B simifinin altsinifi (subclass of the class B) denir, ve

ACB

ifadesi yazilir. Bu durumda B smifi, A suufim kapsar (includes).
Igerilme (€) ve kapsanma (C) iligkileri, birbirinden tamamen farkl-
duir.

Ayirma Aksiyomuna (Separation Axiom [28]) gore, her kimenin
her altsinif, bir kiimedir. Simdi, eger ¢(z) bir formiil ise, ve a bir kii-
meyse, o zaman Oyle bir sinif vardir ki her elemani, hem a kiimesinin
elemanidir, hem de p(z) formiiliint saglar. Bu simf,

{z €a: p(x)}
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olarak yazilir. Ayirma Aksiyomuna goére, bu sinif, bir kiimedir. O
zaman bu kiime, a kiimesinin bir altkiimesidir (a subset of the
set a).

Bir ¢ kiimesinin tiim altkiimeleri, bir sinif olusturur. Bu smif, «
kiimesinin kuvvet sinifidir (power class), ve

Z(a)

olarak yazilir. Kuvvet Kiimesi Aksiyomuna (Power Set Axiom
[28]) gore, bu sinif, her zaman bir kiimedir. Cantor’un Teoremine*
gore, her kiimenin kuvvet kiimesi, kiimeden kesinlikle daha biiyiik-
tiir, yani kardinali daha biiytiktiir. Bu teorem,

a< Z(a)
ifadesiyle soylenir.

Eger a ile b, iki kiimeyse, o zaman a kiimesinden b kiimesine giden
gondermeler toplulugu, bir kiimedir, ve bu kiime

“b

olarak yazilabilir. O zaman 2 ~ & (a). Eger « ile A, iki kardinal ise,

tanima gore

I‘iA

kuvveti, *x kiimesinin kardinalidir. Eger 2 < k < A ise, o zaman
2)\ < :‘ik < (25))\ — 2&‘)\ — 2)\7
ozel olarak K = 2.

Simdi Z,tamsayilar toplulugu olsun. O zaman Z = w, ¢linkii tam-
sayilar, sonsuz bir

0,1,-1,2,-2,3,-3.4,...

*Levy’ye [13] gore Cantor, bu teoremi 1892 yilinda yayimladi.
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listesinde yazilabilir. Ayrica her tamsayi, w kiimesinin elemanlar
gibi, bir kiime olarak diigiiniilebilir. Bunu géstermek i¢in, eger a ile
b, herhangi iki kiimeyse, o zaman

(a;)

siral ikilisi (ordered pair), {{a}, {a, b} } kiimesi olarak tanimlanir.*
O zaman n € w ve n > 0 ise, o zaman —n tamsayisi, (0,n) olarak
tanimlanabilir.

Bagka yontemle Z toplulugunun her r elemanini,
{(z,y) ewx w:x=y+r}

olarak tanimlanabiliriz. Bu tanima goére Z toplulugunun her elemanz,
bir denklik sinifidir. Aslinda w x w ¢arpiminda 6yle bir E denklik
bagintis1 vardir ki

(a,b) E (¢,d) @ a+d=b+c,

ve Z toplulugu, (w x w)/FE boliimii olarak tanimlanabilir.

Oyleyse Z toplulugu, bir smftir. O zaman Yerlestirme Aksiyomuna
gore Z, bir kiime olmali, ¢linkii Z ~ w.

Benzer sekilde Qkesirli sayilar toplulugu, dyle bir (Z x Z)/F bo-
limidiir ki
(a,b) F (c,d) < ad = be.

Aslinda Q =~ w, ¢linkii kesirli sayilar, 1.1 numaral sekildeki “Stern—
Brocot agaci” olarak, ve ondan sonra bir liste olarak, yazilabilir.

Simdi R,gergel sayilar toplulugu olsun. Her kesirli say1, gergel say1
olarak diigiiniilebilir. Ayrica her iki farkli gercel sayinin arasinda bir

*Bu, Kuratowski’nin tamimidir [12]. Daha 6nce, Wiener [27]| daha karmagik
bir tanim verdi.
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~1
-2 - :
AN /\
S B
\ |

Sekil 1.1: Stern—Brocot Agaci

kesirli say1 vardir. O zaman R toplulugundan &2 (Q) kuvvet kiimesine
giden &yle bir h géondermesi vardir ki her a gergel sayisi i¢in

hia) ={r € Q: z < a},

ve bu gonderme, birebirdir. Oyleyse a sayisi, h(a) kiimesi olarak
disiiniilebilir, ve R, bir kiimedir. Ayrica

Rx2(Q) =~ Z(w) ve Z(w) xR.
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Ornegin
P (w) =2
¢linkti “2 kiimesinden & (w) kiimesine giden bir

fe{rew: f(x) =1}

eslemesi vardir, ve ayrica “2 kiimesinden R kiimesine giden bir bi-
rebir
o 2 f(k)
f e Z 3k+1
k=0

gondermesi vardir. Sonug olarak, Schréder—Bernstein Teoremine
gore

R~ Z(w),

¢iinkii bu teoreme gore tiim « ile b kiimeleri igin

axb<a=a=b.

Simdi Cantor’un Teoreminden w < R. Ozel olarak 6yle bir o olacak
kia > 0veR =~ N,. Ama « ordinalinin 1 olup olmadigini bilmiyoruz.
Kontinii Hipotezine (Continuum Hypothesis) gore o« = 1, yani
w=<a=<P(w)isea =~ w. Genellestirilmis Kontinii Hipotezine
(Generalized Continuum Hypothesis) gore her sonsuz b kiimesi igin
bxc< Z(b)ise b c.

Secim Aksiyomu hari¢ kiimeler kuraminin kullanacagimiz aksiyom-
lar1, Zermelo—Fraenkel Aksiyomlaridir. Aslinda Zermelo’nun verdigi
aksiyomlar [28], agagidadir.

I. Uzama (32 numarali sayfada).
II. Temel Kiimeler (Elementary Sets): &, {a}, ve {a,b} toplu-
luklari, kiimedir.
ITI. Ayirma (16 numaral sayfada).
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IV. Kuvvet Kiimesi (17 numaral sayfada).
V. Bilegim (15 numarah sayfada).

VI. Secim (15 numarali sayfada).

VII. Sonsuzluk (11 numaral sayfada).

(9 numarali sayfadaki Bitigtirme Aksiyomumuz, Zermelo’nun II. ve
V. aksiyomlar tarafindan gerektirilir. Ters olarak Bitigtirme ve Bos
Kiime Aksiyomlarimiz, Zermelo’nun II. aksiyomunu gerektirir.) Sonra
iki aksiyom daha verildi:

VIII. Yerlegtirme (14 numarah sayfada).
IX. Temellendirme (Foundation [22]): Her bog olmayan a kiime-
sinin Gyle bir b elemani vardir ki aNb = & (35 numarali sayfaya
bakin).

-V ile VII-IX numaral aksiyomlar, Zermelo—Fraenkel Aksiyom-
laridir.

Birkag tane kisaltmalar kullanilir:

AC = Segim Aksiyomu,
ZF = Zermelo—Fraenkel Aksiyomlari,

ZFC = Zermelo-Fraenkel Aksiyomlariyla Se¢im Aksiyomu,
KH = Kontinii Hipotezi,

GKH = Genellegtirilmig Kontinii Hipotezi.

O zaman
7FC =7ZF + AC.

Godel’in kamtladigy teoreme gore ZF tutarliysa (yani ondan bir
geligki ¢ikmazsa), o zaman ZFC aksiyomlar1 da tutarhdir, ve ayrica
ZFC aksiyomlariyla GKH tutarhdir |9, 10]. Sierpiriski [21],

ZF + GKH = AC
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gerektirmesinin gosterdi.* Cohen’in [5] kanitladig teoreme gore ZF
tutarliysa, o zaman ZF 4+ —AC aksiyomlar1 da tutarlidir, ve ayrica
ZFC+—KH tutarhdir. Sierpiniski’nin teoremi, agagidaki 101 numarali
teorem olacaktir; Gédel’in ve Cohen’in teoremlerini kanitlamayaca-
g1z.

*Sierpiniski’ye gore 1926 yilinda Lindenbaum ve Tarski, bu gerektirmesini
ilan ettiler, ama kanitin1 vermediler.
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2.1 Formiiller

Formiillerde kullanacagimiz simgelerin birka¢ tane tiirii vardir:

1) degiskenler (variables): z, y, x, ...; T, T1, T2, .. .;
) sabitler (constants): a, b, ¢, ...; ag, ay, ag, ...;*

) ikili baglayicilar (binary connectives): A, V, =, <1
4) bir birli baglayic1 (singulary connective): —;

) niceleyiciler (quantifiers): 3, V;

) ayraglar (parentheses, brackets): (, );

7) bir yiiklem (predicate): € (epsilon).}

Bir terim (term), ya degisken ya da sabittir. Eger ¢ ile u, iki terim
ise, o zaman
teu

ifadesi, bir béliinemeyen formiildiir (atomic formula). Genelde
formiillerin tanimi, 6zyinelidir:

1. Bdliinemeyen bir formiil, bir formiildiir.

*Bilinen degerler i¢in Latin alfabesinin baglangicindan harflerin kullanilisi,
ve bilinmeyen degerler i¢in Latin alfabesinin sonundan harflerin kullaniligi, Des-
cartes’te [7] goruniir.

fBazen = ile & oklarmm yerine — ile <+ isaretleri yazilir. Bunlar kalemle
yazmak daha kolaydir. Ama bu notlarda, F': A — B ifadesi, F gondermesinin A
smifindan B siifina gittiginin anlamina gelecek. Asagidaki 48 numaral sayfaya
bakin.

TYukaridaki g numarali sayfadaki dipnota bakin.

23
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2. Eger ¢, bir formiil ise, o zaman
P

ifadesi de bir formiildiir.
3. Eger ¢ ile v, iki formiil ise, o zaman

(A1), (p V), (o =), (p =)

ifadeleri de, formiildiir.
4. Eger ¢ bir formiil ise, ve x bir degisken ise, o zaman

dx ¢, Yz o

ifadeleri de formiildiir.
Formiillerin her tiirtiniin ad: vardir:

1. —p formiilii, bir degillemedir (negation).
2. (@A) formiilii, bir birlesme veya tiimel evetlemedir (con-
junction).

3. (¢ V ¥) formiili, bir ayrilma veya tikel evetlemedir (dis-
junction).

. (p = ) formiilii, bir gerektirme (implication).

. (p & @) formiilii, bir denkliktir (equivalence).

. Ja ¢ formiilii, bir 6rneklemedir (instantiation).

. Va ¢ formiilii, bir genellestirmedir (generalization).

N OOt

Bu tiirlerin adlari, ¢cok onemli degildir. Fakat asagidaki teorem ¢ok
onemlidir.

Teorem 1. Her formiilin tek bir sekilde tek bir tiri vardar.
Mesela ayni formiil, hem gerektirme, hem 6rnekleme olamaz: 3z (¢ =

1) formiilii, gerektirme degil, rneklemedir; (32 ¢ = ) formiilii, 6r-
nekleme degil, gerektirmedir.
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Ayrica (¢ A (¢ A 0)) formiilii, tek bir gekilde birlesmedir. Aslinda
sadece ¢ ile (¢ A 0) formiillerinin birlesmesidir. Eger A harfi, ¢ A (¢
ifadesini gosterirse ve B harfi, 0) ifadesini gosterirse, o zaman (AAB)
ifadesi, (¢ A (¢ A0)) formiiliinii gosterir; ama tanima gore bu formiil,
A ile B ifadelerinin birlegmesi degildir, ¢linkii A ile B ifadeleri (yani
A ile B tarafindan gosterilen ifadeler), formiil degildir.

Teoremi kanitlamayacagiz. Fakat teoremi kullanarak agagidaki 6zyi-
neli tanimi yapabiliriz. Bir degigskenin bir formiilde birkag tane gegisi
(occurrence) olabilir. Mesela Vo (z € y < « € z) formiiliinde = de-
giskeninin ii¢ tane gecisi vardir (ve y ile z degigkenlerinin birer gegisi
vardir).

1. Boliinemeyen bir formiilde bir degiskenin her gegisi, serbest
bir gecigtir.

2. Bir degigkenin ¢ formiiliindeki her serbest gegisi, ¢, (px1)), ve
(1 * ) formiillerinde de serbesttir. (Burada # igareti, herhangi
bir ikili baglayicidir.)

3. Eger x ile y, iki farkls degisken ise, o zaman = degiskeninin ¢
formiiliinde her serbest gecisi, dy ¢ ile Vy ¢ formiillerinde de
serbesttir.

4. Jz ¢ ile Vx ¢ formiillerinde x degigkeninin hig serbest gecisi
yoktur.

Bir formiilde bir degiskenin serbest gecisgi varsa, bu degisken, formii-
liin bir serbest degiskenidir. Serbest degigkeni olmayan bir for-
miil, bir cimledir. Cilimleler i¢in o, 7, ve p gibi Yunan harflerini
kullanacagiz.
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2.2

Dogruluk ve Yanhshk

Bir ¢ formiiliiniin tek serbest degiskeni x ise, o zaman formiil

o()

olarak yazilabilir. O halde a bir sabit ise, ve x degigkeninin ¢ formii-
liindeki her serbest gegisinin yerine a konulursa, ¢ikan ciimle

¢(a)

olarak yazilabilir. Simdi dogrulugu (truth) ve yanhghg: (false-
hood) tammlayabiliriz:

1.

8.

Eger b kiimesi, a kiimesini icerirse, o zaman a € b ciimlesi
dogrudur; icermezse, yanhgtir.

. Eger o climlesi dogruysa, o zaman —¢ degillemesi yanhstir; o

yanlig ise, =¢ dogrudur.

. Eger hem ¢ hem 7 dogruysa, o zaman (o A 7) birlesmesi de

dogrudur; o ile 7 ciimlelerinin biri yanls ise, birlesmesi de yan-
ligtar.

. Eger bir a kiimesi igin ¢(a) climlesi dogruysa, o zaman 3z ¢(x)

orneklemesi de dogrudur; hi¢ 6yle bir a yoksa, érnekleme yan-
ligtir.

. (o V1) climlesi, =(—o A =7) climlesinin anlamina gelir, yani bu

iki cimle ayni zamanda ya dogrudur, ya da yanhgtir.

. (60 = 7) climlesi, (—o V 7) ciimlesinin anlamina gelir.
. (o & 1) ciimlesi, (¢ = 7) A (T = 0)) ciimlesinin anlamima

gelir.
Va o(z) climlesi, ~3x —p(x) climlesinin anlamina gelir.

Ozel olarak formiillerde V, =, <, ve V simgeleri gerekmez; sadece
kolaylik i¢in kullanacagiz. Ama (o = 1) climlesi dogrudur ancak
ve ancak 7 dogru veya o yanligtir; ve (0 < 7) climlesi dogrudur
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ancak ve ancak hem o hem 7 ya dogru ya yanhgtir. Ayrica Vo ¢(x)
dogrudur ancak ve ancak her a kiimesi i¢in p(a) dogrudur.

Birkag tane kisaltma daha kullaniriz:

1. =t € u formiiliiniin yerine ¢ ¢ u ifadesini yazariz;

2. Bir (¢ * ) formiiliiniin en digtaki ayraglarini yazmayz.

3. = ile & baglayicilarina gore A ile V baglayicilarina énceligi
veririz: Mesela ¢ A ¢ = x ifadesi, (p A ¢¥) = x formiliiniin
anlamina gelir.

4. © = ¥ = x ifadesi, p = (¢ = x) formiiliiniin anlamina gelir.

Bir ¢ formiiliiniin serbest degiskenleri z ile y ise, o zaman formiil

o(,y)

olarak yazlabilir. O halde a ile b, iki sabit ise, ve x degiskeninin
o formiiliindeki her serbest gegiginin yerine a konulursa, ve benzer
sekilde y degiskeninin her serbest gegisinin yerine b konulursa, ¢ikan
climle

¢(a,b)

olarak yazilabilir.

Genelde ¢ formiiliiniin serbest degigkenleri, bir Z listesini olugtu-
rursa, o zaman formiil

p(7)
olarak yazilabilir; ayrica

VT o(Z), 37 (%)

ciimleleri yazilabilir. Eger @, uzunlugun Z listesinin uzunlugu olan
bir sabit listesiyse, o zaman

o(a@)
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ciimlesi de gikar. Eger ¢(Z) ile ¥(Z), iki formiil ise, ve sadece dogru-
lugun tanwmane kullanarak

VI (p(7) & (@)

ciimlesinin dogrulugu kanitlanabilirse, o zaman ¢ ile ¥ birbirine
(mantiga gore) denktir (logically equivalent). Oyleyse ¢ ile v
birbirine denktir, ancak ve ancak her a sabit listesi i¢in, dogrulugun
tanimana gore

(@) < ¢(a@)

ciimlesi dogrudur. Ornegin, yukaridaki tanimlara gore

© V 1 denktir =(—p A 1)),
@ = 1 denktir ~p V ¥,
© < ¢ denktir (¢ = P) A (¥ = @),
Vz ¢ denktir =3x —¢p.
Ama Jy Vz (p(z) = z € y) ile Jy Vz (p(z) & x € y), denk
degildir.
Teorem 2.
1. Her formiil, kendisine denktir.
2. Eger ¢ ile ¢ denk ise, o zaman ¢ ile ¢ denktir.

3. Eger ¢ ile ¥ denk ise, ve ¢ ile x denk ise, o zaman ¢ ile x
denktir.

Kanit. 1. 0 & o her zaman dogrudur.

2. 0 < 7 dogru olsun. O zaman hem ¢ hem 7 ya dogru ya yanligtir.
Oyleyse hem 7 hem o ya dogru ya yanligtir; yani 7 < ¢ dogrudur.

3. 0 & 7 ve T < p dogru olsun. Eger o dogruysa, o zaman 7 dogru
olmali, ve sonug olarak p dogru olmali, dolayisiyla ¢ < p dogrudur.
Benzer gekilde o yanlig ise o < p tekrar dogrudur. O
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Teorem 3.

1. ¢ = Y = x ile p ANy = x denktir.
2. Eger x degiskeni, ¢ formiliinde serbest degilse, o zamanVzx (¢ =
V) ile ¢ = Vx ¢ denktir.

Kanit. 1. 0 = 7 = p dogru olsun. Eger o A 7 ciimlesi de dogruysa,
o zaman hem ¢ hem 7 dogrudur, ve sonug olarak 7 = p dogrudur,
ve p dogrudur. Yani o A 7 = p dogrudur.

Tersi icin ¢ A 7 = p dogru olsun. O zaman o A 7 yanlig veya p
dogrudur. Yani ¢ yanlg, veya 7 yanlig, veya p dogrudur. Eger o
dogruysa, o zaman 7 yanlig, veya p dogrudur, yani 7 = p dogrudur.
Sonug olarak ¢ = 7 = p dogrudur.

2. Vz (0 = p(x)) dogru olsun. O zaman her a igin ¢ = ¢(a) dog-
rudur. Sonug olarak o dogruysa, o zaman her a i¢in ¢(a) dogrudur.
Yani o = Vz () dogrudur.

Benzer gekilde o = Vz p(z) dogruysa Va (0 = ¢(z)) dogrudur. O

2.3 Esitlik

Yukaridaki 14 numarali sayfada dedigimiz gibi
t=u

ifadesi, Vz (z € t & z € w) formiiliiniin kisaltmas: olarak kullani-

labilir. Burada z, herhangi bir degisken olabilir, ama ¢ ile u terim-
lerinden farkl olmalidir. Ornegin = = y ifadesi, Vz (2 € x & 2 € y)
formiiliniin kisaltmasidir, ama Vz (z € © < z € y) formiiliiniin
kisaltmas1 degildir.



30 Kumeler Kurami 2 Mantik

Tanima gore
t = u denktir Vo (x € t & = € u).

O zaman
VeVy (e =y Vz(zex s zey)) (%)

climlesi dogrudur. Yani tiim a ile b kiimeleri i¢in
a=beVr(rcaszebd)

ciimlesi dogrudur. Bu ciimle, < simgesinin tanimina gore, iki clim-
lenin birlegmesine denktir, ve bu ciimleler,

a=b=>Vr(x€aszxzech), Ve(@ecaszech)=a=0
O zaman tiim «a ile b kiimeleri igin, hem
Ve(r€aszeb)=a=b
dogrudur, hem de, 3 numarali teoreme gore, her ¢ kiimesi i¢in,
a=bANc€a=ceb

dogrudur.

Bizim igin, () climlesinin dogrulugu, bir tanimdir. Yani, simgesi €
olan igerilme bagintisi, temel bir bagintidir, ama esitlik bagintisi,
yukaridaki (*) ciimlesini saglayan bir = bagintisidir.

Teorem 4. Tim a, b, ve ¢ kiimeleri i¢in
a = a, a=b=b=a, a=bAb=c=a=c
ctimleleri dogrudur.

Alistirma 1. Teoremi kanitlayin.
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Teoreme gore esitlik bagintisi, doniiglii (reflexive), simetrik (sym-
metric), ve gegigli (transitive) bir bagtidir, yani bir denklik ba-
gintisidir (equivalence relation).

Teoremin dolayisiyla a = b Ab = ¢ climlesinin kisaltmasi olarak
a = b = c ifadesi yazilir; yani

a=b=cdenktira=bAb=c.

Ik resmi aksiyomumuz su:
AKSIYOM 1 (Esitlik). Tim a, b, ve ¢ kiimeleri igin
a=bANacc=>bec
ctimlesi dogrudur. Yani
VeVyVz(x=yAax €z=yE 2)

ctimlesi dogrudur.

Bu aksiyomun bagka bigimleri vardir, mesela:

Tim a, b, ve ¢ kiimeleri igina =b=a E€c="b € c.
Tim a ile b kiimeleri igin Vo (a =b=a € x = b € z).
Tim a ile b kiimeleri igin Vz (a =bAa €z = b€ x).
Tiim a ile b kiimeleri igin a =b = Vx (a € x = b € z).
VeVy(x=y=Vz(ze€z=yE€2).
VeVyVz(x=y=xz€2=yE€E2).

ST @ b

Alistirma 2. a = bAVz (a € x = b € x) climlesi, Esitlik Aksiyomundan
kanitlanabilir mi?

Teorem 5. Her p(x) tek serbest degiskenli formili igin

a=>bApla)= ob) (t)

ctimlesi dogrudur.
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Kanat. Formiillerin 6zyineli tanimi nedeni ile, tdmevarim kullanabi-
liriz.

1. Tlk olarak ¢ boliinemesin. Yani ¢(z), ya ¢ € = veya € ¢ bigi-
minde olsun. O zaman (f) climlesi, ya egitligin tammindan, ya da
Esitlik Aksiyomundan, dogrudur.

2. Eger ¢, ya ¢ ya da y ise, (1) dogru olsun. Simdi a = b A (¢(a) A
x(a)) dogru olsun. O zaman hem a = bAY(a) hem a = bAx(a) dogru
olmali. Sonug olarak varsayimimizdan hem () hem x(b) dogru ol-
mal1, yani ¢(b) Ax (b) dogru olmali. Oyleyse ¢, 1A ise (1) dogrudur.

3. Son olarak, tiim ¢ i¢in ¢(x), ¥(x,c) ise, (T) dogru olsun. Simdi
a =bAJy p(a,y) dogru olsun. O zaman bir ¢ igin a = b A p(a,c)
dogru olmali, dolayisiyla (b, ¢) dogru olmali. Sonug olarak Jy (b, y)
dogrudur. Oyleyse ¢(z), Iy ¢(x,y) ise () dogrudur. O

Kitaplarin gogunda hem € hem =, temel bagintidir, ve yukaridaki
30 numarali sayfadaki (x) ciimlesi, tamim degil, Uzama Aksiyo-
mudur* (Axiom of Extensionality [28]). Bu kitaplarda her ¢(z) tek
serbest degiskenli formiilii i¢in () ciimlesi, bir mantiksal aksiyom-
dir.

2.4 Siniflar

Bir ¢(z) formiili ve bir a kiimesi i¢in ¢(a) climlesi dogruysa a kii-
mesi, ¢(z) formiiliint saglar (satisfies). O zaman ¢ formiiliinii sag-
layan kiimeler toplulugu vardir. Bu topluluk

{z: o)}

*Veya Kiime Esitligi Aksiyomu [16].
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olarak yazilir, ve ona ¢ tarafindan tanimlanmg siif (class de-
fined by ¢) denir.

Yukaridaki 23 numarali sayfadaki tanima gore bir degisken veya sa-
bit, bir terimdir. Daha kesinlikle bir kiime terimidir (set term).
Simdi, eger = degigkeni, ¢ formiiliiniin serbest bir degiskeniyse, ¢
formiliini

olarak yazariz. O zaman

ifadesi, bir sinif terimi (class term) olacak. Sif terimlerini formiil-
lerde kullanabiliriz, ama simdilik, sadece € isaretinin saginda. Bir x
degiskeninin bir ¢(...y...) formiliindeki serbest gegisi, bir

te{y:o(..y...)}

formiiliinde (hala) serbesttir. Eger « degiskeninin ¢(...z...) formi-
liintindeki her serbest gegisinin yerine a sabitini koyarsak ¢(...a...)
formiilii ¢ikar. Simdi tanima gére

a€f{r:p(...x...)} denktir p(...a...).

Bir sabit veya bir {z: ¢(z)} smuf terimi, kapali (closed) bir terim-
dir. Kapali bir terim, bir kiimenin veya bir sinifin adidir. A, B, C
gibi biiyiik siyah harfleri kapali sinif terimleri olarak kullanacagiz. O
zaman 30 numaral sayfadaki tanima gore

A = B denktirVz (r € A 2 € B),
a = B denktir Vz (z € a & x € B),
B = a denktir a = B.
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Sonug olarak
a={zx:z€al.

Yani her kiime, bir sinifa egittir. Ama tersi yanhstir; bildigimiz gibi
baz smiflar higbir kiimeye esit degildir:

Teorem 6 (Russell Paradoksu [20]). {z: x ¢ x} swnafe, hicbir ki-
meye egit degildir.

Kamit. Bu teoremi zaten 13 numarali sayfada kanitladik. Simdi bir
kanit daha verecegiz. x ¢ x formiilii tarafindan tanimlanmig simif, A
olsun. O zaman her b kiimesi i¢in

beAsbdb

dogrudur. O zaman Vz (x € A < x € b) climlesi yanhgtir. Egitligin
tanimina gore b # A. O
Simdi smf terimlerini € igaretinin solunda kullanabiliriz, ama ¢ikan
ciimle dogru olacagi igin smif terimi bir kiimeyi adlandirmali:

A € B denktir 3z (x = ANz € B).
Eger Vo (x € A = z € B) dogruysa, o zaman A, B smifinin
altsimifidir (subclass), ve A C B ifadesini yazariz. Yani

A C B denktir Vz (z € A= x € B).
Teorem 7.

1. Tim A ile B siniflart icin

A = B denktir AC BANB C A.
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2. Tim A, B, ve C sinaflart i¢in
ACBABCC=ACC

ctimlesi (mantifa gore) dogrudur.

Alistirma 3. Teoremi kanitlayin.

2.5 Islemler

Siiflarla birkag tane ikili igslem vardir. Once

ANB={z:z€ ANz € B},
AUB={xz:z€ AVz < B}.

Bunlar sirasiyla A ile B siiflarinin kesisimi (intersection) ve bi-

lesimi (union).
Teorem 8. Tim A, B, ve C stnuflar i¢in

ANB=BnNA,
AUB=BUA,
An(BNC)=(ANB
Au(BUC)=(AUB
AN(BUC)=(ANB)U
AU(BNC)=(AUuB)N

nc,
uc,

ANC),
AUC).

—~ o~ — =

Kamit. x € ANz € B denktir z € BAx € A, vesaire.

Ondan sonra
A~NB={z:2€ ANz ¢ B};
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bu simif, A smifinin B simifindan farkidir (difference). O zaman
AAB=(ANA)U(B\ A);

bu smif, A ile B simuflarimin simetrik farkidir (symmetric diffe-
rence).

7 numarali teorem sayesinde bir A C BAB C C ciimlesinin yerine
ACBCC
ifadesini yazabiliriz. Ornegin sonraki teoremi yazabiliriz.
Teorem g. Tim A ile B simiflars i¢in
ANBCACAUB, ANBCBCAUB.

Alistirma 4. Teoremi kanitlayin.

Smiflarda bir birli iglem vardir:
A ={z:x ¢ A},
bu swmif, A sinifinin tiimleyenidir (complement).
Teorem 10 (De Morgan Kurallari*). Tim A ile B sinaflar: igin
(AN B)° = A°U B, (AUB)°=A°Nn B°.

Alistirma 5. Teoremi kanitlayin.

*Ashnda bu kurallari, Augustus De Morgan’in (1806—71) eserlerinde bula-
madim, ama Venedikli Paulus’un (~1369—1429) eserlerinde [1, 31.35] buldum.
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Icerilme bagmtisin kullanarak birkacg tane birli iglemi daha tanim-
layabiliriz:
ﬂAz{x:Vy(yGAémEy)},
UA: {z: Iy (xeynye A},
PA) ={z:Vylycx=>yec A)}
={z:z C A}

bunlar sirasiyla A sinifinin kesigimi (intersection), bilesimi (union),
ve kuvvet smifidir (power class).

Teorem 11. Ejer a € B ise
(1Bcac|JB.

Alistirma 6. Teoremi kanitlayin.

Son olarak 14 numaral sayfadaki gibi

V ={z: 2z =xa},

@ ={z: x # z},
{a} ={z: z = a},
{a,b} ={z: 2 =aVx =b},
{a,b,c} ={z:z=aVe=>bVa=c}

Buradaki @ sinifi, bog simiftir.

Teorem 12.

-
S
I
)

Ne=V,
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Alistirma 7. Teoremi kanitlayin.*

Bu altboliimiin

AN B, A% 2,
AUB, MA, {a},
A A B, UAv ’ {a, b},
A~ B, P(A), {a,b,c}

ifadeleri, sinif terimidir. Her A veya B teriminin yerine bagka bir
terimi koyabiliriz. Zaten bu sekilde (A~ B)U (B~ A) gibi ifadeleri
yazdik. Fakat simdilik kiiciik harfler harig, kiime terimlerimiz yoktur.
Bu durum hemen degisecek.

*Baz kitaplarda A bog ise (] A kesisimi tanimlanmaz. Ornegin [16, s. 51 &
285| kaynagina bakin.



3 Dogal Sayilar

3.1 Dogal sayilar kiimesi

Dogrulugun 26 numarali sayfadaki tanimina gére 3x = = a ciimlesi
dogru mudur? Yani 3z Yy (y € © < y € a) ciimlesi dogru mudur?
Eger bir b kiimesi i¢in b = a climlesi, yani Vy (y € b & y € a)
ciimlesi, dogruysa, o zaman Jz x = a ciimlesi de dogrudur. Aslinda
4 numarali teoreme gére a = a climlesi dogru, degil mi? O halde
dx x = a ciimlesi dogru olmali.

Ama bu iddia pek dogru degildir. Bir a kiimesi varsa, o zaman
dx = = a ciimlesi dogrudur. Bir kiime varsa, bu kiimeye a deni-
lebilir, ve sonug olarak 9z = = a climlesi dogru oluyor. Bu ana kadar
hi¢ kesin bir kiimemiz olmadi. Ama kiimeler olmali, ve birini zaten
biliyoruz:

AKSIiYOM 2 (Bos Kiime). & bos sunaf, bir kiimedir:
Jz vy (y ¢ x)

ctimlesi dogrudur.

Bu aksiyom sayesinde & igareti, bir kiime terimidir. Bu yiizden {&}
ve {&,a} gibi smuf terimlerini yazabiliriz. Bu terimler de, kiime te-
rimi olacak. Bog kiime gibi bilinen kiimelerden yeni kiimeler olustu-
rulabilir:

39
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AKSIYOM g (Bitistirme). Tim a ile b kiimeleri igin aU{b} sinafi,
bir kimedir:

VeVy JzVw (wezewerVw=y)

ctimlesi dogrudur.

Teorem 13 (Temel Kiimeler). Tim a ile b kiimeleri i¢in {a} ile
{a,b} stniflars, kimedir:

Ve yVz (z €y < 2z=1),
VeVy IzVw (wezew=xVw=y)

ctimleleri dogrudur.

Kanat. Bog Kiime ile Bitigtirme Aksiyomlarma gore {a} smfi, & U
{a} kiimesine egittir, ve {a, b} smufi, {a} U {b} kiimesine esittir. O

Ozel olarak her a kiimesi i¢in a U {a} bir kiimedir. Bu son kiime, a’
olsun. Yani her a kiimesi i¢in

a =aU{a}

olsun. o’ kiimesi, a kiimesinin ardihidir (successor). Sik sik ardillar:
alarak

" "

®7 ®7 ®7 gﬂ

kiime dizisini olusturabiliriz. Bu dizi,

@, {a}, {@,{2}}, {@,{@}, {@,{@}}},

Yukaridaki 10 numarali sayfadaki gibi bu kiimeler,

0, L 2, 3,
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dogal sayilar: olacak. Elemanlar: tim dogal sayilar olan bir simif var
midir?

Dogal sayilarin toplulugunun iki 6zelligi vardir:

1. 0, bu topluluktadir.
2. Eger a, bu topluluktaysa, a U{a} kiimesi de, bu topluluktadir.

Bu 6zellikleri olan kidmeler, bir sinif olugturur. Yani
Q={z:0€xAVy (yex=yU{y} €x)}
esitligini saglayan bir € smifi vardir.
Teorem 14.
1. 0e N9
2. Ejer a € (N ise, 0 zaman aU{a} € Q.
3. Eger a C (N ise, ve a,

0€a, Ve (x €a=zU{z} €a)

ozelliklerini saglarsa, o zaman a = (| 2.

Kanit. 1. Eger a € Q ise, o zaman 0 € a. Sonug olarak 0 € [ .

2. a € (9 olsun. O zaman € smifinin her b eleman i¢in a € b.
Ayrica b € Q yiiziinden Vy (y € b = y U {y} € b) ciimlesi dogrudur.
O zaman a U {a} € b olmali. Sonug olarak a U {a} € 2.

3. 0€aveVr (x € a= xU{z} € a) dogru olsun. O zaman a € Q.
Bu yiizden 11 numaral teoreme gore (2 C a olmali. Eger ayrica
a C (9 ise, 0 zaman 7 numarali teoreme gore a = () 2. O
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Bu teoreme ragmen eger
Agﬂﬂ, 0e A, Ve(ze A=zU{z} € A) (%)

ise A = ciimlesini sonuglandiramiyoruz. Neden? Ciinkii 12 nu-
marali teoreme gore
o=V

(yvani (@ = V), ve © smifinin bog olmadigini gimdilik bilmiyoruz.
Bu durumu hemen degistirebiliriz:

AKSIYOM 4 (Sonsuzluk). Q # 0, yani
Jz (0eaxAVy (y €z =yU{y}€a))

ctimlesi dogrudur.

Hala yukaridaki (%) satirindaki varsayilarmdan A = (€2 ciimlesini
sonuglandiramiyoruz. Neden? Bir tane aksiyomu daha kullanarak
bunu sonuglandirabiliriz:

AKSIYOM 5 (Ayirma). Bir kimenin her altsinafi, bir kimedir,
yani her o(z) formili igin

Ve IyVz (z €y ez €xhp(z))
ctimlesi dogrudur.
Simdi her a kiimesi ve p(z) formiili i¢in {z: 2 € a A p(x)} sifi, bir
kiimedir, ve bu kiime

{z €a:p(a)}

olarak yazilir.

Teorem 15. Bir sinif bos degilse, kesisimi bir kimedir.
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Kanit. o € B olsun. 11 numaral teoreme gore (| B C a. Ayirma
Aksiyomuna gore () B kesigimi, bir kiime olmali. O

Ozel olarak
w = ﬂ Q

esitligini saglayan bir w kiimesi vardir. Bu kiimenin elemanlari, von
Neumann dogal sayilaridir. w isareti, yeni bir kiime terimidir.
Bundan sonra €2 smif terimini kullanmayacagiz.

Simdi 14 numarali teoremi asagidaki bigimde yazabiliriz:

1. 0 e w.
2. Eger a € w ise, 0o zaman da’ € w.
3. Eger a C w ise, ve a,

0€a, Vo (r €a= 12" €a)

ozelliklerini saglarsa, o zaman a = w.

Ayrica her kiimeninki gibi w kiimesinin de her altsimifi, bir kiimedir.
Sonug olarak w kiimesinin baz1 6zelliklerini tiimevarim (induction)
yontemiyle kanitlayabilecegiz.

Aslinda bazen w kiimesinin iki 6zelligininin daha kullanilmas: gere-
kecek. Vx x’ # 0 apagiktir. Ama k ile m, dogal sayilar ise, ve k' = m/
ise, k = m esitligini elde etmek, biraz daha zor olacak.

Miimkiinse k' = m’ ama k # m olsun. O zaman k € m ve m € k
olmali. Bundan £ € k ciimlesini sonuglandirmak istiyoruz.

Eger bir A siufi,
VeVy(xt e ANyex=yeA)

climlesini saglarsa, o zaman A smifina gecisli (transitive) denir.
Oyleyse her gegigli simifin her elemani, sinifin bir altkiimesidir de.
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Teorem 16. w kimesinin her elemam, gegislidir.

Kamit. a, w kiimesinin gegisli elemanlar1 kiimesi olsun. Yani

a={xew:VyVz(ycazAhzey=z€cx)}
={rew:Vy(ycez=yCa)}

olsun. O zaman 0 € a. Timevarim hipotezi olarak b € a olsun. b’ € a
cimlesinin dogrulugunu gosterecegiz. ¢ € b olsun. Ya ¢ € b ya da
c=10. Eger c € b ise, o zaman hipotezimize gore ¢ C b. Her durumda
b C V. Oyleyse ¢ C b'. Ama ¢, b kiimesinin herhangi bir elemamdir.
Sonug olarak o’ € a. Tiimevarimdan (yani 14 numarali teoremin 43
numarali sayfadaki bi¢iminden) a = w. O

Teorem 17. w kimesi, gegislidir.

Alistirma 8. Teoremi kanitlayin.

Alistirma 9. {0, 1, {1}} kiimesinin gecisli oldugunu kanitlayin.
Teorem 18. w kiimesinin hi¢bir elemam, kendisini icermez.
Kanat. Tekrar tiimevarimi kullanacagiz. Clinkii bog kiimenin higbir
eleman1 yok, 0 ¢ 0. Simdi a € w ve a ¢ a olsun. Eger o’ € d' ise,
va a’ € a ya da @’ = a. Her durumda, gecen teoreme gore, a’ C a,

dolayisiyla a € a (¢linkii a € a’). Bu sonug, varsayimimizla geligir. O
zaman o’ ¢ a’ olmal. Tiimevarimdan kanitimiz bitti. O

Teorem 19. w kiimesinin tim k ile m elemanlar i¢in ¥’ = m/ ise
k=m.

Kamit. Miimkiinse k' = m’ ama k # m olsun. Dedigimiz gibi k € m
ve m € k olmali. 16 ile 18 numarali teoremlere gore k € k ve k ¢ k,
bir celigkidir. O
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Simdi, 14 numarali teoremdekiler dahil, w kiimesinin beg tane 6zel-
ligi vardir:

.0cw.

Ve (zew=12 €w).

Ve (zCwAOexAVy(yez=y €x) =0 =w).
Vr(xew=a' #0).
VaVy(zewAhyewAhr =y =z =y).

Gt W N+

Bu ozelliklerin 6nemi, 1887 yilinda Dedekind [6, II, 971] tarafin-
dan, ve 1889 yilinda Peano [17] tarafindan, fark edilmigtir. Sik sik
Peano Aksiyomlari, bu 6zelliklere denir, ama Dedekind—Peano
Aksiyomlar: de kullanilabilir. Aslinda bizim i¢in aksiyomlar degil,
teoremdirler.

Peano Aksiyomlarindan dogal sayilarin tiim 6zellikleri elde edilebilir.
Mesela iyi siralama 6zelligi elde edilebilir. Ashnda w, igerilme (&)
bagintisi tarafindan iyi siralanir. Ama bir baginti nedir?

3.2 Bagintilar

Herhangi a ile b kiimeleri igin {{a}, {a, b} } kiimesi (a, b) siral ikilisi
(ordered pair) olarak yazilir. Yani*

(a, b) = {{a}7 {av b}}

Teorem 2o0. Tiim a, b, ¢, ve d kiimeleri i¢in
(a,0) = (¢,d) & a=chb=d

ctimlesi dogrudur.

*+ numarall sayfadaki notta dedigimiz gibi bu tanim, Kuratowski’nin [12]
1921 yilinda verdigi tanimdir.
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Alistirma 10. Teoremi kanitlayin.

Alstirma 11. {{a,1},{b,2}} = {{c,1},{d,2}} © a =cAb=d
climlesini kanitlayin.*

Alistirma 12. {{{a},O}, {{b}}} = {{{c},O}, {{d}}} Sa=cANb=

d ciimlesini kanitlayin.f

Simdi her ikili p(z,y) formiili igin

{z: 32 Jy (2 = (z,9) No(z,y)) }

siifi,
{(z.9): e(z,9)}

olarak yazlabilir. Oyle bir smuf, bir ikili bagintidir (binary rela-
tion).

Ornegin:

1. Igerilme bagmtisi, {(z,y): = € y} smifidur.

2. Esitlik bagntisy, {(x,y): z = y} smufidir.

Aym gekilde, eger R, bir ikili bagintiysa, o zaman (z,y) € R formii-
liintin kisaltmasi olarak = R y ifadesini yazariz, yani

x R y denktir (z,y) € R.

R bagmtisinin ters bagintisi veya tersi (converse),

{(y,z): z Ry}

*Heijenoort’a [25, s. 224] gore bu ciimlede, Hausdorff’un 1914 yilinda verdigi
sirall ikili tanim bulunmustur.

tBu ciimlede, Wiener’in [27] 1914 yilinda verdigi sirali ikili tanim bulunmus-
tur.




3.2 Bagintilar 47

bagmtisidir. Bu baginti, R olarak yazilir; yani
z R y denktir y R x.
A ile B, iki sinif ise, o zaman tanmma gore
Ax B={(x,y): x € ANy € B},
bu bagmti, A ile B simflarimin ¢arpumidir (product). Eger R C
A x B, o zaman R, A smifindan B smifina giden bir bagintidir.

Smiflar arasindaki bir bagintinin kendisi, bir simiftir. Sirali ikilile-
rin tanimi, simiflarla bagintilar: birlegtirir. Benzer sekilde Newton’un
Agirhik Kanunu, Ay’ in Yerin etrafinda doniisii ile nesnelerin yere dii-
sligiinii birlegtirir.
Eger F,
VeVyVz(x FyANa F z = y=2) @)
ciimlesini saglayan bir ikili bagintiysa, o zaman
(1) F bagmtisina génderme denir;
(2) {z: Jy « F y} smfina F gondermesinin tanim simifi (do-
main) denir;
(3) {y: 3z z F y} smifina F gondermesinin deger simifi (range)
denir.*

Bu durumda x F y formiiliiniin yerine

y = F(z)

*Bu notlarda bir génderme, sadece (1) ciimlesini saglayan bir F' ikili baginti-
sidir. Fakat bazi kaynaklarda (6rnegin [16, s. 70| kaynaginda) bir gonderme veya
fonksiyon, (1) () climlesini saglayan bir F' ikili bagmtisi, (2) {y: 3z = F y}
sinifina esit bir A simifi, ve (3) {y: 3z « F y} simfim kapsayan bir B sifi tara-
findan olugturulmug bir {igliidiir. O halde (agsagidaki 48 numaral sayfadaki gibi)
F: A — B ifadesi yazalir. Ayrica, B smifina gondermenin dejer sinife (veya
varig sinyft) denilebilir. Ingilizcede codomain kullanilir. Ama buradaki B simf,
sadece F' smifi tarafindan belirtilmez, ve buna hicbir ad vermiyoruz.
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ifadesini yazariz, ¢iinkii a F' b dogruysa, o zaman b kiimesi, a kiimesi
tarafindan belirtilir. Buradaki F'(z) ifadesi, yeni bir kiime terimidir.
O zaman F',

x— F(x)
olarak yazilabilir; yani
(z = F(x)) ={(z,y): y = F(x)}.
Ornegin:

1. Her a kiimesi i¢in, = — a sabit génderme (constant function)
vardir, 6zel olarak t — 0, z— 1, ...,z — w, ...

2. & — x, 0zdeglik gdéndermesidir (identity function).

3. ¢ — ', ardil géndermesi (successor function) veya ardillama-
dir (succession).

Eger F' gondermesinin tanim simifi A ise, ve deger simifini, bir B
smifi tarafindan kapsanirsa, o zaman

F:A— B

ifadesini yazariz. Yani bu ifade,

VeVy (x Fy=x€ AAyE€ B)
AVz (z € A= Ty (z Fy))
AVeVyVz (xt FyAae F z=y=2z)

climlesinin kisaltmasidir.
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3.3 Siralamalar

Siralama (ordering),
Vr -z Rz, VeVyVz(x RyAyRz=2z R z)

ciimlelerini saglayan bir R ikili bagintisidir. Ornegin yukaradaki 20
numarali sayfada bahsedildigi ve agagidaki g3 numarali sayfada ka-
nitlanacak Schroder—Bernstein Teoremine gore < bagintisi, bir sira-
lama olacaktir. Ayrica

A CBdenktr ACBANA#B
olsun; o zaman C bagintis1 da, bir siralamadir.
Belki bir R bagintisi, bir siralama degildir, ama bir A simifi igin

RN(Ax A)

kesigimi, bir siralama olabilir. O zaman A, R tarafindan siralanir.
Ornegin €, siralama degil; ama 16 ile 18 numarali teoremlere gére €
bagintist w kiimesini siralar.
Eger A smufi, R tarafindan siralanirsa, ve tistelik

VeVy (re ANye ANe#y=a2RyVyRzx)

dogruysa, o zaman R, A smifinin bir dogrusal (linear) siralamasi-
dir.

Teorem 21. € bagintisy, her dogal sayinin dogrusal siralamasidir.

Alistirma 13. Teoremi kanitlayin.
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Eger R, A simifinin dogrusal siralamasiysa, ve iistelik A sinifinin her
bog olmayan b altkiimesinin R siralamasina gore en kiigiik (least)
elemani varsa, yani

YV (mgA/\x#Oéﬂy(yEx/\Vz(zéx\{y}ész)D

dogruysa, o zaman A, R tarafindan iyi siralanir (well-ordered).
Teorem 22. € bagintisi, her dogal sayinin iyi siralamasidar.
Alistirma 14. Teoremi kanitlayin.

Teorem 23. w kimesinde € ile C, ayni bagintidr, yani
VeVy (zewAhycew= (ze€yszCy))

dogrudur.

Kanat. k ile m, dogal sayilar olsun. 16 ile 18 numarali teoremlere
gore k € m ise k C m.

Simdi k& C m olsun. Onceki teoreme gére m ~ k farkiin en kiigiik ¢
elemani vardir. O zaman ¢ € m, dolayisiyla £ C m. Ayrica a € £ ise
a € k olmal (¢iinkii a € m, ama igerilmeye gore ¢, m \ k farkinin en
kiiciik elemanidir). Oyleyse £ C k. Ama b € k ise b € m, dolayisiyla
L ebveyal =bveyabe l. Ancak £ ¢ b ve £ # b (¢linkii b C k ve
¢ ¢ k). Oyleyse b € £. Sonug olarak k C /. Fakat ¢ C k. O zaman
k = £, dolayisiyla k € m. O

Teorem 24. w, icerilme tarafindan iyi siralanar.
Kamit. w kiimesinde m ¢ k ve m # k olsun. Yani (6nceki teoremi

kullanarak) m ¢ k olsun. O zaman m~k farkinin en kiigiik £ elemani
vardir. Gegen kanittaki gibi ¢ C k, yani £ € k veya ¢ = k. Fakat
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¢ ¢ k. Sonug olarak ¢ = k, dolayisiyla k& € m. Oyleyse icerilme, w
kiimesinin bir dogrusal siralamasidir.

Ayrica a C w ve n € a ise, ya n a kiimesinin en kii¢iik elemanidir, ya
da n N a kesigimi bog degildir. Son durumda bu kesigimin en kiigiik
elemani vardir, ve bu eleman, a kiimesinin en kii¢iik elemanidir. [

3.4 Ordinaller

Onceki iki teoremin kanitlari, dogal sayilarin sadece gegislilik ve iyi
siralama Gzelliklerini kullanmaktadir. Bir ordinal,

1) gegisli ve
2) € tarafindan iyi siralanmig

bir kiimedir. Ordinaller,
ON

siifini olugturur. O zaman 16 ve 22 numarali teoremlere gore
w C ON.

Ustelik 17 ve 24 numarali teoremlere gore
w € ON.

Dolayisiyla w’ € ON.

Teorem 25. Her ordinalin ardus, bir ordinaldir.
Alistirma 15. Teoremi kanitlayin.

Teorem 26. ON sinifinda € ve C, ayne bagintider.

Alistirma 16. 23 numarali teoremin kanitini kullanarak bu teoremi ka-
nitlayin.



52 Kumeler Kurami 3 Dogal Sayilar

Teorem 27 (Burali-Forti Paradoksu [3]). ON gegislidir, ve € tara-
findan iyi suralanar.

Kamit. « bir ordinal olsun, ve # € « olsun. O zaman 8 C «. Bu
durumda S, € tarafindan iyi siralanir. Simdi v € g olsun. O zaman
v € a, dolayisiylay C a. O zaman é € yise d € a. a, € tarafindan iyi
siralandigindan, 0 € 3, ¢iinkii 3, 7, ve d, hepsi « kiimesindedir, ve § €
v, vey € . Kisacad € v = 6 € 8, yani v C 5. Ama ~, 8 kiimesinin
herhangi bir elemamdir. Oyleyse 3, gecislidir. Sonug olarak 3, bir
ordinaldir. Ama 8, « ordinalinin herhangi bir elemamdir. O zaman
a C ON. Ve o, herhangi bir ordinaldir. Oyleyse ON gecislidir.

Ordinaller smifimin € tarafindan iyi siralandigi kanmit, 24 numaral
teoremin kaniti ile aynidir. O

15 numaral sayfada dedigimiz gibi ON bir kiime olsaydi, ON &
ON, ki bu sagmadir (¢linkii ON sinifinda € doniigsiizdiir).

a, B, 7, 6, 0, ve v kiigiikk Yunan harfleri, her zaman ordinal sabit
olacaktir. Yani
a € ON,

vesaire. Ayrica 26 numarali teorem sayesinde a € 8 veya a C f3
formiiliiniin yerine
a<p

ifadesini yazabiliriz. ¢ Yunan harfi, ordinal degisken olacaktir. Ozel
olarak

{&: 90(€)} ={z: 2 € ON A p(2)}.

Teorem 28. o/ = min{{: a < &}, yani her ordinal i¢in daha biyiik
ordinaller sinifinin en kiicik elemans, ordinalin ardilidar.

Alistirma 17. Teoremi kanitlayin.
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Eger a bos veya ardil degilse, ve 3 € «a ise, 0 zaman B < a olmaldir.
Bu durumda, «a ordinaline limit denir. Ornegin w, bir limittir.

Teorem 29. w, hem limit olmayan hem limit icermeyen ordinaller
simafidar. Yani

w=1{&E=0VIYyY =AYz (z€l=2=0VIyy =2)}. (1)

Kamit. Tiimevarimla her dogal say1, ne limittir ne limit icerir. Ote
yandan, eger o’ ardili, hi¢ limit icermezse, o zaman « ordinal de,
hi¢ limit icermez. Oyleyse en kiiciik limit olmayan, limit icermeyen,
dogal say1 olmayan ordinal yoktur. O zaman hig Gyle ordinaller yok-
tur. O

Bu teoremin kaniti, Sonsuzluk Aksiyomunu kullanmaz, dolayisiyla
(1) esitligi, w smifinin tanim olarak kullanilabilir. O halde 45 nu-
marali sayfadaki Peano Aksiyomlar: yeniden kanitlanmalidir.

3.5 Ozyineleme
w kiimesinde toplama, bir ikili iglem olacak, yani w x w ¢arpimin-
dan w kiimesine giden bir génderme. Bu islem,

(z,y) »z+y

olarak yazilir. O zaman her k dogal sayisi i¢in bir z — k + x birli
islemi olacaktir. Bu iglemin 6zelliklerinden ikisi,

k+0=Fk, Ve (zew=k+a' =k+a))  (§)

olacaktir. Aslinda w kiimesindeki birli iglemlerden en ¢ok birinin bu
ozellikleri vardir. Ciinkii f: w — w, f(0) =k, ve Vz (z € w =
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f(@') = f(z)') olsun. O zaman f(0) =k +0, ve f(m) = k + m ise
f(m') = f(m) = (k+m)" = k+m’. Tiimevarimla her n dogal say1s1
icin f(n) =k +n.

Neden w kiimesindeki birli iglemlerden en az birinin (§) satirindaki
ozellikleri vardir? k = 0 durumunda her n i¢in k£ +n = n olsun. O
zaman k+0 = 0, ve k+m’ = m’ = (k+m)’. Ustelik k = ¢ durumunda
(§) satirindaki gibi x — k + x islemi varsa ¢/ +n = (£ + n)’ olsun.
Ozaman ¢/ +0=((+0) =¥ vel'+m/' =l +m') = (L+m)' =
(¢ +m)’. Yani k = ¢ durumunda (§) satirindaki gibi @ — k + x
islemi vardir.

Timevarimla w kiimesindeki her k i¢in (§) satirindaki gibi x — k+x
isleminin oldugu sonucuna varabilir miyiz? T{imevarimla bir kime-
nin w kimesine egit oldugu kanitlanabilir. Simdiki durumda hangi
kiime, w kiimesine egit olmalidir? Miimkiinse a, w kiimesinin &yle
k elemanlar tarafindan olusturulsun ki (§) satirindaki ézelliklerini
saglayan bir iglem olsun. O halde gésterdigimiz gibi ¢ = w olma-
lidir. Ama Oyle bir a kiimesi var midir? Hangi formiil, bu kiimeyi
tanimlayabilir?

14 ve 61 numarali sayfalardaki Yerlestirme Aksiyomuna gore bir kii-
mede birli bir iglemin kendisi, bir kiimedir. O halde istedigimiz a
kiimesi tanimlanabilir, dolayisiyla w kiimesindeki toplamanin ken-
disi tammlanabilir. Aslinda (§) satirindaki 6zellikleri, toplamanin
6zyineli tanimini (recursive definition) saglar.

Benzer gekilde her k dogal sayist i¢in
k-0=0, Ve(zew=k-2'=k-z+k) )

ozellikleri olan = +— k - z iglemi vardir. (Burada tabii ki k-a + k =
(k-z)+k.) Clinkii0-n =0ise 0-0 =0ve 0-m’ =0=0+0=0-m+0.
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Ayrica istedigimiz gibi x +— £-x varsa £'-n = £-n+n olsun. O halde
O-m'=0-m'+m’

=W -m+l)+m
=0-m+ (+m)
=0-m+({+m)
=(-m+ (m+1{)
=0(-m+ (m+1)
=U-m+m)+1
=0 -m+/.

Ama burada toplamanin birlesme ve degigme 6zelliklerini kullandik;
bunlar kanitlanmalidir.

Buraya kadar gelmek igin tiimevarim yeter. Yani 45 numarali say-
fadaki ilk {ic Peano Aksiyomu yeter. Sayilar teorisinde, her pozitif
n modiiliise gore tamsayilar, bu aksiyomlar: saglar. Yani eger bir a
kiimesinin elemanlar1 tamsay1 ise, ve

x=0 (mod n)

denkliginin a kiimesinden ¢oziimii varsa, ve ayrica her ¢ tamsayisi
icin
r={0=y=/{ (modn)
karagtirmasinin a kiimesinden ¢6ziimii varsa, o zaman her k tamsa-
yis1 igin
x=k (modn)

denkliginin @ kiimesinden ¢oziimii vardir. Ornegin p, bir asal say1
olsun. O zaman
0P =0 (mod p),

ve
a?=a=(a+1)’=a+1 (modp),
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¢inki

(a+1)P =aP + pa?~* + <g>ap—2+---+ <p32>a2+pa+1
=d’+1 (mod p).

Sonug olarak Fermat’nin Teoremi dogrudur, yani her p asal sayisi
i¢in, her a tamsayisi i¢in*

p

a’ =a (mod p).

Ayni sebeple tiim a, b, ¢, ve d tamsayilar1 i¢in, her pozitif n sayisi
icin

a=bANc=d=a+c=b+dANa-c=b-d (modn).
Sadece tiimevarim kullanarak (z,y) — ¥ ikili tstel iglemi tammla-
nabilir mi? Ozyineli tanim varsa w kiimesindeki her k igin
KO =1, Vo (2 € w= k¥ =k* k). (n

Ozel olarak 0° = 1, ama n > 0 ise 0 = 0. Oyleyse 0 = n ama
0% #£ 0™ (mod n). Ustel iglem icin tiimevarim yetmez.

Teorem 30 (Ozyineleme [Recursion|). A, bir sinaf olsun, ve b € A
ile F: A — A olsun. O zaman w kiimesinden A simifina giden

G(0) = b, Vi (:c cw=G) = F(G(w)))

ozellikleri olan bir ve tek bir G giondermesi vardar.

*Gauss’a [8, q50] gore verdigimiz kanit, Euler’indir.
[18] makalesine bakin.
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Kamit. Timevarimla en ¢ok bir G gondermesi vardir. En az biri
varsa, bagint1 olarak, w x A carpiminin altsimifidir, ve her (¢,d)
eleman igin,

e ya (¢,d) = (0,b),
e ya da bir (k,¢) elemani igin, ¥’ = £ ve F(c) = d.

Bu 6zelligi olan kimeler vardir, mesela
(.0} {06, (LF®)} {06, (LFE), (2.F(F®))}.

Ozelligi olan kiimelerin olusturdugu sinif, C' olsun. O zaman |JC,
istedigimiz G' gbndermesi olacaktir. Bunu gostermek i¢in, tiim Peano
Aksiyomlar1 kullamilmahdir.

Hemen {(0,b)} € C, dolayisiyla (0,b) € UC. Simdi (k,c) € JC
varsaylsm. O zaman C siifinin bir ¢ elemam i¢in (k,¢) € a. O
halde a U {(¥', F(c))} € C. Boylece (k', F(c)) € |JC. Timevarimla
her k dogal sayisi igin A simifinin (k,¢) € |J C igerilmesini saglayan
c eleman1 vardir, yani

{z: Ty (z,y) EUC} =w.
Simdi
{z: Yy Vz ((z,y) EUC/\(x,z) € UC:y:z))} =w

esitligini kanitlayacagiz. Soldaki kiime, ag olsun. Eger (0,e) € |JC
ise, o zaman C smifinin bir a eleman: igin (0,e) € a, dolayisiyla
e = b olmalidir, ¢iinkii 0, ardil degildir. Oyleyse 0 € ag. Simdi k € ag
olsun. Gosterdigimiz gibi A smifinin bir ¢ eleman: igin (k,c) € |JC
ve (K',F(c)) e UC. (K,d) € |UC varsayilsin. O zaman C' smifinin
bir a elemamn: i¢in (&', d) € a. O halde a kiimesinin bir (j, ) elemam
icin j/ = k¥ ve F(e) = d. Bu durumda j = k olmalidir. Boylece
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(k,e) € |JC, dolayisiyla e = ¢ ve d = F(c), ¢linkii k € ag varsayilir.

Oyleyse k' € ag. Tiimevarimla ag = w.

Sonug olarak | JC, w kiimesinden A sinifina giden bir G génderme-
sidir. C smifinin tammmindan G géndermesinin istedigimiz o6zellikleri
vardir. m

Simdi, dogal sayilarda, (§), (), ve (]|) satirlarindaki biitiin tanimlar
gecerlidir.



4 Ordinaller

4.1 Ozyineleme

Dogal sayilarda, bir gondermenin 6zyineli taniminin iki tane pargasi
vardir, biri 0 igin, biri ardillar igin. Ordinallerde ti¢lincli bir parca
gerekir, limitler icin.

Tim « ordinalleri igin
at+0=a, atf =(a+p) (%)

olacak. Ama £ limitse, o + S nedir? Mesela o + w nedir? Aslinda
30 numaral teoreme gore w kiimesinden ON simifina giden, (*) sa-
tiridaki 6zellikleri olan x — a + = géndermesi vardir. Her n dogal
sayisi icin,

at+tn<a+w

esitsizligini isteriz. Yani a4+ w, {y: 3z (z € w Ay = a+z)} siifinin
tist sinir1 olmalidir (siifin {ist siir1 varsa). Bu siuf, {a+z: = € w}
olarak yazilabilir.

Genelde F': A — B ve C C A ise
{y:Jz (x e CANF(z) =y)}
sinifi,

{F(z): z € C}, FI[C)|

59
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ifadelerinin biri olarak yazilabilir. Bu sinif, C simifinin F' altinda go-
riintiisiidiir. Bu durumda, F' gondermesi C sinifinda tanimlanir,
¢iinkii C, F gondermesinin tanmim smifi tarafindan kapsanir. Eger
F, C simfinda tanimlanmazsa, F[C] ifadesini yazmayacagiz.

w kiimesinin {a+2z: ¢ € w} goriintiisiinin tist siur1 varsa, en kiigiik
tist sinir1, yani supremumu, vardir (¢iinkii ON, iyi siralanir). Simdi
(%) satirindaki ozelliklere gore

aCa+1Ca+2C--.

Eger [ J{a + z: = € w} bir ordinalse, {4+ x: € w} kiimesinin {ist
siridir, aslinda supremumudur.

Teorem 31. FElemanlar: ordinal olan her sinafin bilesimi, ya bir
ordinal, ya da ordinallerin sinifidur.

Kanit. A C ON olsun. b € |J A ise, A simifinin bir @ elemani i¢in b €
a, dolayisiyla b C « ve onun icin b C |J A. Oyleyse | J A gegislidir.
Ayrica, ON smufi da gecisli oldugundan, JA € ON, dolaysiyla
U A, € tarafindan iyi siralanir. Oyleyse | J A ya bir ordinaldir, ya
da kiime olmayan bir simftir. Tkinci durumda J A bilegiminin ON
oldugunu gosterecegiz. Eger [ JA C ON ise 8 € ON ~\ |J A olsun.
O zaman |JA C B, ¢linkii |JA gegiglidir (eger v € |JA ise v C
J A, dolayisiyla 5 ¢ v ve v < ). Bu durumda [J A, bir kiimedir,
dolayisiyla ordinaldir. O

Sonug olarak, eger A C ON ve | J A bir kiimeyse, o zaman bir ordi-
naldir; degilse, ON smufidir. Simdi A bir kiimeyse, | J A bilegiminin
bir kiime oldugunu isteriz:

AKSIYOM 6 (Bilesim). Her kiimenin bilegimi, bir kiimedir:

Ve yVz (z €y e Jw(weaAzew)).
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Teorem 32. Ordinallerin olusturdugu her kiimenin bilesimi, kiime-
nin supremumudur.

Kanat. o C ON olsun. Son teorem ve Bilegim Aksiyomuna gore | a,
bir a ordinalidir. O zaman «, a kiimesinin bir iist siiridir. Eger
B < aise, o zaman f € «, dolayisiyla a kiimesinin bir v elemani i¢in
B € 7y, yani 8 < . Sonug olarak 3, a kiimesinin iist sinir1 degildir.
Oyleyse a = sup(a). O

Simdi {a+ z: € w} gibi goriintiiler, kiime olsun:

AKSIYOM 7 (Yerlegtirme). Her gondermenin tanym sinifinin alt-
kiimesinin gonderme altinda gérintist, bir kumedir. Yani her ikili
o(z,y) formili igin

Yw (VszVz (plz,y) Np(z,2) ANz € w =y = 2)

= Jz Vy (ye,z(:)ﬂx (J:Ew/\go(x,y)))).

Simdi 8 ordinalinde x — a4+ 2 gondermesi tanimlanirsa {a+z: = €
B} goriintiisii, bir kiimedir. 5 limitse

a+ B =supfa+&: £ < B} (1)

olsun. Bu kogul, (%) satirindaki kogullarla, ON smifinda x — a + x
islemesini tanimlayacaktir.

Teorem 33 (Timevarim). A C ON olsun. Eger

1) 0€ A,
2) her aigina € A =o' € A,
3) her a limiti igin a CA=a € A
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ise, o zaman A = ON.

Kamit. Hipotez altinda ON ~\ A farkinin en kii¢iik eleman1 olamaz.
O

Eger F: A— Bve C C A ise
FNn(CxB)=F|C

olsun. Bu F' | C gondermesi, F géndermesinin C' smifina sinirla-
masidir (restriction).

Teorem 34 (Ozyineleme). A, bir sinif olsun, veb € A, F: A — A,
ve G: P(A) = A olsun. O zaman ON simfindan A sinafina giden

H(0) = b,
H(a') = F(H(a)),
a limit ise H(a) = G({H(£): £ < a})

ozellikleri olan bir ve tek bir H géndermesi vardar.

Kamit. Tiimevarimla en ¢ok bir H gondermesi vardir. Ciinkii Hy
géndermesinin ve H géndermesinin 6zellikleri ayni olsun. O zaman

1) H.(0) =b= H(0);
2) Hi(a) = H(a) ise

H,(o/) = F(H (o)) = F(H(o)) = H(d);
3) « limit ise ve Hy [« = H | « ise

H, (o) = G(H,[d]) = G(H[o]) = H(a).
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30 numaral teoremin kamtindaki gibi bir C smfi igin H = |JC
olacaktir. Bu sinifin tanimina goére her a elemani igin a C ON x A,
ve a kiimesinin her («, d) elemamn igin,

e ya (o, d) = (0,b),

e ya da bir (3, ¢) eleman i¢in, 5/ = a ve F(c) = d,

e ya da « limit, ve aN (a x A) kesigimi, tamm kiimesi « olan bir
f gondermesi, ve G(f[a]) = d.

Eger | C bilegimi, tanim simfi ON olan bir génderme degilse, bir
en kii¢iik o igin

{r:z€ AN (a,2) EUC}

sinifinin ya hig elemani yoktur ya da en az iki elemam vardir. O
zaman « # 0. Eger o = ' ise, o zaman bir ¢ igin (8,¢) € |JC,
dolaysiyla (o, F(c)) € |JC. Bu durumda eger (o, d) € |JC ise bir
e i¢in d = F(e) ve (B,e) € JC, dolayisiyla ¢ = e ve d = F(c)
(ciinkii « en kiiciiktiir). Oyleyse a ardil olamaz. Benzer sekilde o
limit olamaz. Sonug olarak | JC bilegimi, tanim simifi ON olan bir
gonderme olmalidir. Bu géondermenin, tanimindan dolay: istedigimiz
ozellikleri vardir. O

4.2 Toplama

Son teoreme gore her a igin (%) ve (f) satirlarindaki kogullar ON
smifinda x — o + x iglemini tanimlar. Yani

a+0=aq,
a+p = (a+p),
B limit = a + 8 =sup{a +&: £ < B}
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Ozel olarak
a+1=d.

O zaman
ltw=sup{l+z:zcecwl=w<w+1,
ve genelde 0 < n < w ise
n+w=w<w-+n.
Boylece ON sinifinda toplama degigmeli degildir.

Teorem 35. B <7y isca+ < a+-y.

Kamit. ~ tizerinden tiimevarim kullanacagiz.
1. v = 0 ise, iddia dogrudur, ¢linkii hi¢gbir zaman 8 < 0 degildir.

2. v = § durumda iddianmin dogru oldugu varsayilsin. Eger g < §
ise, o zaman [ < §, dolayisiyla

a+B<a+di<(a+d) =a+d.
3. 0 limit, v < 0 durumunda iddia dogru, ve § < ¢ ise, o zaman
B < B’ <4, dolayisiyla

a+pB<a+pf <supla+&) =a+d. O
£<o

Teorem 36. S <vyise +a< v+ a.

Kamit. Simdi « iizerinden tiimevarim kullanacagiz. 8 < v olsun.

1L B4+0=8<y=7y+0.
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2. B+ a =7+ «ise tabii ki
Bra'=(B+a)=(+a) =7+d
B+ a < v+ « ise, 28 numarali teoreme gore

Bta' =B+a)<y+a<(y+a)=y+d.

3. 0 limit olsun, ve a < ¢ ise, 8+ a < v + « olsun. O zaman

B+d=sup(8+E&) <sup(y+&) =v+4. O
<y E<y

Gordiiglimiiz gibi ayn1 zamanda 8 < v ama 8 + a = v + « olabilir,
mesela 0 < k</l<wisek+w="~0+ w.

Teorem 37. Her o i¢in 0+ a = «.

Alistirma 18. Teoremi kanitlayin.

Teorem 38. o < [ ise

at+l=p
denkleminin bir ve tek bir ¢éziimi vardwr. Yani o+ x = 3 denklemi-
nin bir ve tek bir ordinal ¢6zimi vardr.

Kanit. 35 numarali teoreme gore denklemin en ¢ok bir ¢6ziimii var-
dir. 36 ve 37 numarali teoremlere gore

dolaywsiyla {£: 8 < o+ £} bog degildir (¢iinkii 8 elemanm igerir).
En kiigiik elemani, § olsun. Ug durum vardir.

1. 6 =0 ise
fLa+d=aqa,

dolayisiyla 8 = a = a + § (giinkii o < 8 da saglanir).
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2. d =4 ise a + v < S, dolaysiyla

a+d=(a+7) <B, a+d=p
(¢linkii o + 6 > 8 da saglanir).
3. 0 limit olsun. Eger v < § ise a + v < 8 olmalidir. O zaman

a+0=sup(la+&) <0, a+06=20. O
£<0

a < f durumunda o + £ = 8 denkleminin ¢éziimii igin
8-«

ifadesi yazilabilir. Ornegin o/ — 1 = a.

Teorem 39. (3 limitse o+ (8 toplam: da limittir.

Alistirma 19. Teoremi kanitlayin.

Teorem 4o0. Tium «, 3, ve vy i¢in

a+(B+7)=(a+pB)+7.

Kamt. v tizerinden tiimevarim kullanacagiz.
1.a+(B+0)=a+=(a+p8)+0.
2. a+ (B+7) = (a+F)+vise

at(B+y)=a+(B+7) =(@+(B+7)
=(@+B8)+7) =(a+p)+7"
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3. ¢ limit olsun, ve vy < § ise a + (B8 +7) = (a + B) + 7 olsun. Ama
v < 6 ise

B+~ < B+, a+(B+7) <a+(B+9).
Oyleyse

(a+6)+6=ig§((a+ﬁ)+§)zitgg(aﬁ—(ﬁ—kf)) <a+(B+9).

Ayrica, 39 numaral teoreme gore § + 0 limit oldugundan

a+(f+0)= sup (a+§).
€<p+o

Dahas1 0 < 8+ 4 ise, bir v igin v < d ve § < 8+ v (¢linkdi B+ =
sup{s + &: £ < d}). O halde

sup (a+ &) <sup(a+ (B+¢)) = (a+B) +6.
£<B+0 £<o

Sonug olarak oo+ (5 +9) = (a+ B) + 6. O

Aslinda son teoremin kaniti, genel bir yéntemin 6rnegidir. ON sini-
finda © = a + = islemi,

1) B <v=F(p) <F(y),
2) ~ limitse F(y) =sup{F(&): £ <~}

kosullarini saglayan bir F' iglemidir. Bu tip herhangi bir igleme nor-
mal (normal) denir. Tk kosula gére F, kesin artan (strictly incre-
asing) bir géndermedir. O zaman ikinci kogula gore F, siireklidir
(continuous).

Teorem 41. Ejer 0 C a C ON ve sup(a) ¢ a, o zaman sup(a), bir
limittir.
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Alistirma 20. Teoremi kanitlayin.

Teorem 42. F, ON sinifinda normal bir islem olsun. Tim bos
olmayan ordinallerin olusturdugu a kimeleri i¢in

F(sup(a)) = sup(F/[a]),
yani

F(supz) = sup F(z).

r€a rea

Kanat. sup(a) = S olsun. Eger 8 € a ise, F iglemi artan oldugundan

F(B3) = sup F(z).

rea

Simdi 8 ¢ a olsun. Son teoreme gore S bir limit olmahdir. Ayrica
a C (3, dolayisiyla

sup(F[a]) < sup(F[f]) = F(f)

(¢linkii F siireklidir). Dahasi a < f3 ise, a kiimesinin bir v elemani
i¢in a < 7y, dolayisiyla

F(B) = sup(F[f]) < sup(Fa])
(yine F siirekli oldugu igin). O

Bu teoremde a = 0 ise sup(F[a]) = sup(0) = 0, ama F normal
olunca, F'(0) > 0 olabilir.

Bir 4 limiti igin, eger

y<d=a+(B+v)=(a+p)+y
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ise, o zaman teoreme gore

a4 (B+6)=a+sup(B+¢)
£<0

= sup(a + (B +&)) = sup((a + f) +&) = (a+ 5) +4,

£<6 <8

¢iinkii z — « + x, normaldir.

4.3 Carpma

Her « i¢in ON smifinda = +— « - z iglemi, tanimina gore,

a-0=0,
a'ﬁ/:a'5+a7
v limit = a -y =sup{a-£: £ <~}

kosullar1 saglar. Ozel olarak

a-l=q«
Ornegin
w-2=w-1+w=w+w=sup(w+z),
rEw
2-w=sup(2-z) = w,
reEw
dolayisiyla
2-w<w-2.

Teorem 43. 0-a=0vel -a=a.

Alistirma 21. Teoremi kanitlayin.
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a > 1ise, £ = « - £ isleminin normal oldugunu kanitlayacagiz. Bu
igslem kesin artan ise, tanimdan dolay1 siireklidir, dolayisiyla normal-
dir. O zaman 35 numarali teorem gibi bir teorem yeterli olacaktir,
¢iinkli 35 numarali teorem, genel bir yontem gosterir:

Teorem 44. Eger F': ON — ON, ve tim « i¢in
F(a) < F(d/),
ve limit olan tim [ i¢in

F(B) =sup F(¢)
&<B

ise, o zaman F normaldir.

Alistirma 22. Teoremi kanitlayin.

Teorem 45. a > 1 ise £ — « - £ islemi, normaldir.

Alistirma 23. Teoremi kanitlayin.

Teorem 46. - (B+7)=a-B+a-7.

Kamit. v = 0 durumunda kanit kolaydir. v = § durumunda iddia
dogruysa

a-(B+0)=a-(B+9)
=a-(+0)+a
=(a-fH+a-0)+a
=a -+ (a-d+a)
=a-f+a-d;

boylece v = ¢ durumunda iddia dogrudur. Son olarak ¢ limit, ve
v < 6 durumunda iddia dogru olsun. v = § durumunu kanitlayacagiz.
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a = 0 ise iddia kolaydir. @ > 1 olsun. O zaman § — « - ve £ —
a - B + £ iglemleri normal oldugundan

a-(B+6)=a-sup(f+¢)
€<s

= sup(a - (8 +¢))

£<6

=sup(a-f+a-§)
£<6

=a-f+supla-§) =a-8+a-d. O
£<o

Gordiiglimiiz gibi 2 - w < w + w, dolayisiyla
1+1) w<l-w+1l-w.
Teorem 47. a-(8-7) = (a- B) 7.
Alistirma 24. Teoremi kanitlayin.
Teorem 48. <y ise f-a<v-a.
Alistirma 25. Teoremi kanitlayin.
Simdi & gibi 7, ordinal degisken olsun.
Teorem 49. 1 < « ise
a-éE+n=0An<a«

ststeminin bir ve tek bir ¢ézumd vardar.

Kanit. a-5>1-8=pve— «-¢ artan oldugundan

{¢a-£<BC P,
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dolaysiyla [ J{¢: o - € < B}, bir v ordinalidir. Boylece

v = sup{é: a- € < B},

Eger v € {£&: - & < B} ise a -y < . Degilse v limit olmahdir,
dolayisiyla

a-vy=sup(a-§) < 6.
E<y

Simdi « - v 4+ 1 = B denkleminin § ¢dzimii vardir. Eger § > « ise
a + & = ¢ denkleminin bir # ¢ézlimii vardir, dolayisiyla

B=a-y+d=a-vy+a+0=a-v +0,
’Yle{faggﬂ}7
v <,

ki bu imkénsizdir. Oyleyse § < a, ve (7,9), istedigimiz ¢oziimdiir.
Benzer sekilde bagka ¢6ziim yoktur, ¢iinkii

a-y+d=a- -y +0, Y<m

ise 4" < 71, dolayisiyla bir 6 igin

A/+9:,717
a-y+d=a-m+h=a-vy+a+a-0+7d,
d=a+a-0+6 > a. O

4.4 Kuvvet alma

Her « igin, o > 0 ise, ON smifinda x — «o” iglemi, tanimina gore,
a¥ =1,
’
P =adf - a,

7y limit = a7 = sup{a®: & < 7}
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kosullarmi saglar. Ozel olarak

Ayrica, tanima gore,
00 =1, B>0=0°=0.
Oyleyse v limit ise 07 kuvveti, sup{0¢: ¢ < v} degildir, ama
07 =sup{0°: 0 < £ < 7).
Teorem 5o0. 1% = 1.
Alistirma 26. Teoremi kanitlayin.
Teorem 51. a < f ise oV < §7.
Alistirma 27. Teoremi kanitlayin.
Teorem 52. o > 2 ise & — of islems, normaldir.
Alistirma 28. Teoremi kanitlayin.
Teorem 53. ot =af . a7,
Alistirma 29. Teoremi kanitlayin.
Teorem 54. o7 = (o).

Alistirma 30. Teoremi kanitlayin.

Ilkokuldan bildigimiz gibi, eger 2 <t < w ve 1 < a < w ise, 0 zaman
bir n dogal sayisi i¢in, n + 1 tane aq, a1, ..., a, dogal sayis1 i¢in

{ap,a1,...,a,} Ct, ag # 0,
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ve
a=t"ag+t"tar+---+t°a,.

O zaman a sayist,
apay . ..ay veya (agay ...an):

olarak yazlabilir; bu ifade, a sayisinin ¢ tabaninda yazilimidir [15,
17. bol.] (base-t numeral). 0 olan a; rakamlar1 (digits) ¢ikartilirsa,
w kiimesinin bir m eleman i¢in, w kiimesinin

b0>b1>"'>b’ma {607617"'76771}g{la"'7t_1}7

ve
a=t% co+t"cp +- 1" e

kosullarini saglayan b; ve c; elemanlar1 vardir. Béylece a sayis,

{(bo,Co), (bl,cl), ey (bm,cm)}

géndermesini belirtir. Gosterecegimiz gibi her 0 olmayan ordinal,
boyle bir gonderme belirtir.

Teorem 55. Egjer F, ON simifinda kesin artan bir islemse, tim «
1¢in
a < F(a).

Kanit. a > F(a) ise, F kesin artan oldugundan F(«) > F(F(«)),
dolayisiyla {£: £ > F(&)} sifinin en kiigiik eleman1 yoktur. ON iyi
siralanmig oldugundan {£: £ > F(€)} smufi bog olmalidur. O

Ornegin o > 1 ise o > f3, dolayisiyla sonraki teorem kanitlanabilir.
Simdi & ve i gibi ¢, ordinal degisken olsun.
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Teorem 56. « > 2 ise her 0 olmayan B igin
ot n+C=BfAn<ani<at
sisteminin bir ve tek bir (v,9,0) ¢ozimi varder, ve ayrica v < (.

Alistirma 31. Teoremi kanitlayin.

Sonug olarak « > 1 ise, her 0 olmayan £ igin
Yo>7 >,
ve
0<dy < a, 0<d1 <a, cee

ve
B:oﬂo,(;o+oﬂl.5l+...

kogullarini saglayan ; ve §; ordinalleri vardir. Ayrica, ON iyi sira-
lanmig oldugundan, kesin azalan (vg,~1,...) dizisi sona ermelidir.
Yani bir n dogal sayis1 i¢in

/BZO[’YO .§O+a'\/l '51+"'+Oé’7" 5n
Buradaki {(70,00), (71,01), - - -, (Yn, 0n) } kiimesine, sonraki teoremde

fa

ad1 verilecek.* Genel olarak bu kiimeyi tanimlamak i¢in (yani £ —
o gondermesini tammlamak i¢in), 6zyinelemeyi 34 numaral teorem-
den farkli bir gsekilde kullanacagiz.

Teorem 57. Tanwvm sinife bir kime olan her gonderme bir kiimedir.

*Bu B« ifadesi, benimdir; bagka kitaplarda gérmedim.
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Alistirma 32. Teoremi kanitlayin.

Herhangi A smifi ve b kiimesi i¢in
bA,

b kiimesinden A smifina giden géndermelerin sinifi olsun.
Alistirma 33. 22 (a) &~ *2 eslenikligini kanitlayin.
Teorem 58 (Ozyineleme). A bir sinaf olsun, ve

F:{z:Inxzec"A} - A
olsun.* O zaman ON sinifindan A sinafina giden ve her a ordinali
¢im

G(a) =F(G | «a)

kosulunu saglayan bir ve tek bir G gondermesi vardar.

Kamit. Tanim kiimesi bir ordinal olan, ve bu ordinalin tiim « ele-
manlar1 i¢in

gla)=F(g [ a)

kosulunu saglayan ¢ gondermelerinin olusturdugu simif, B olsun.
Eger B smifinin bir g elemaninin tamim kiimesi «, bir h elemani-
nin tamim kiimesi 3, ve a < [ ise, o zaman

gCh

(neden?). Sonug olarak istedigimiz génderme, | J B (neden?). O

{z: In « € "A)} smufi, J, " A olarak yazlabilir; ama BA simiflart kiime
olmayabilir.
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Teorem 59. a > 2 ise bir ve tek bir £ — &, gondermesi vardir dyle
ki

B=a" -0+0, 0 < «, 0 <a” (1)
ise, 0 zaman

Ba = {(%5)} U by

Kamit. 56 numaral teoreme gore, (1) kogullarimi saglayan bir ve tek
bir (7,9, 0) tgliisii vardir. Ayrica 8 < . O zaman dyle bir F' gon-
dermesi vardir ki her § igin, eger g, tamim kiimesi § olan (ve deger
kiimesi herhangi bir kiime olan) bir génderme, ve (v, 8, ) tigliisii, (1)
satirindaki gibiyse, o zaman

F(g) ={(7.0)}ug(B).
Oyleyse istedigimiz 8 — B, gondermesi, son teoreme gore
G(B)=F(G|p)

kogulunu saglayan G gondermesidir. O

4.5 Cantor normal bicimi

Eger By = {(ao, ko), - - ., (an, ky)} ise, 0 zaman
B=w kg+ w  ky+- 4+ w0 ky.

13 numarali sayfada dedigimiz gibi bu toplam, 8 ordinalinin Can-
tor normal bi¢imidir (Cantor normal form). Buradaki aq tissi, 8
ordinalinin derecesidir (degree). Bu derece

der(p)

olarak yazilsin.
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Teorem 60. o > 0 ise
14+ w® = w*
Alistirma 34. Teoremi kanitlayin.

Teorem 61. der(a) < der(B) ise
a+pB=p.

Kanit. o < B ise w® + w? = w? esitligini kamtlayacagiz. Bu du-
rumda bir v i¢in, 8 = a + v ve v > 0, dolayisiyla

w4 w? = 0w = W (1+w?) = W@ = T = wf. O
Ornegin
(WO + WO 54 w274 2) + (T .8+ w3+ 16)
= w4 W13 4 w3+ 16.
Teorem 62. a > der(f) vel<k<wvel <n<w ise

(W k+8) - n=w*k-n+p.

Kamit. n = 1 durumunda iddia dogrudur. n = m durumunda dog-
ruysa

(W - kE+p)-(m+1)

(w* k+8) - m+w*-k+p
=w* k-m+B8+w* k+p
=wk-m+w*-k+p
=w* k- (m+1)+5,

dolayisiyla n = m + 1 durumunda da dogrudur. Tiimevarimdan 1 <
n < w ise iddia dogrudur. O
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Ornegin
(wW® 24+w+5)-7T=w® 14+ w+5.
Teorem 63. 1 < «a ve 0 < 3 ise

- wﬁ _ wder(a)JrB'

Kanat. Once f = 1 durumunda iddiay1 kamtlayacagiz. 1 < o < w
ise der(a)) = 0, dolayisiyla

a-w=a-w=suwpa-z=w=wl@

zEw
Simdi w < « olsun. O zaman
a=w"-k+56, a > der(7), I1<k<w
kogullarini saglayan ~, k, ve § vardir. O halde 1 < n < w ise
wk<a<an=w’ k-n+d<w-(k-n+l)<wrh

W™t = sup (W7-£) < sup (-§) < W
1<E<w 1<E<w

a-w = w’Y+1 _ wder(oc)—&-l'
Genelde a > 1 ve g > 1 ise, bir 4 i¢gin 8 = 1 + 0, dolayisiyla

- wﬁ —a-w - w@ _ wdcr(a)+1+0 — wdcr(a)Jrﬁ' O]

Ornegin
5-(W? 34+w-16+7) =w? -3+ w-16+ 35,
(W® -2+ w+5)- (W 3+w-16) = w2 .34 w16,
ve

(W® 24+ w+5) - (W? - 3+w-16+7)
= w®?. 3+ w®t 164+ w® - 144 w 4 5.
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Teorem 64. 1 < k< wven < w <« ise

kw”+1 _ wwn kwa _ wwa

)

Alistirma 35. Teoremi kanitlayin. fpucu: n+1=1+nve a =1+ o

Ornegin

w 5 w 4
qw Btw?d+w-T+5 w34+ wT 447 . 392.

w
Teorem 65. w < « ve 5 limit ve n < w ise

B+n _ wder(a)-ﬁ LA

« o .

Alistirma 36. Teoremi kanitlayin. ipucu: Once a® = wder (@)@ denkli-
gini kanitlayin.

Ornegin
(W F! 4 w2+ 1)w2+w-3+2
— @t (@0’ +w3) (ww+1 + w2+ 1)2
= @ Tt (Ot 2 4 1)2
— witw?3 (OHF@HT w2 | bl )2 4 )
— QWIHWT3 (L @ F3 4 Ot 2 4 1)

3 2. . 3 2,
_ ww +w*-34+w-2+1 + ww +w-3+w+3

+ ww3+w2-3+w+1 + ww3+w2-3+2 + ww3+w2-3
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5.1 Esleniklik

Eger R ve S, iki bagintiysa, o zaman tanima gore
R/S={(z,z): Jy(x RyAy S z)}

Bu yeni baginti, R ile S bagmtilarinin bileskesidir (composite).
S/ R bilegkesi, R/S bilegkesinden farkh olabilir.

Teorem 66. Ejer F: A — B ve G: B — C ise, 0 zaman
F/G: A— C, Vo (z € A= (F/G)(z) = G(F(x))).

Alistirma 37. Teoremi kanitlayin.

Teoremdeki durumda F/G gondermesi,
GoF

olarak yazilir.

Simdi F': A — B olsun. Eger F bagtisinin F ters bagintisi, B

simifindan A simifina giden bir géndermeyse, o zaman bu génderme,

F gondermesinin ters géndermesi veya tersidir (inverse), ve
F71

olarak yazilir. Bu durumda F' gondermesi, A simifindan B sinifina
giden bir eglemedir (bijection), ve A ile B smflarinin kendileri,
birbiriyle egleniktir (equipollent).

81



82 Kumeler Kurami 5 Kardinaller

Teorem 67. Bir sinif, bir kimeyle eslenikse, sinif da bir kiimedir.

Alistirma 38. Teoremi kanitlayin.

67 ve 57 numarali teoremler sayesinde kimelerin eslenikligi, ikili bir
bagintidir. Bu bagintinin igareti

~
~

olsun. O zaman = gibi =, yeni bir yiiklemdir. Ayrica

a ~ b denktir Jw <Vx§|y ((zEa:>y€b/\(Jc,y) €w)

/\(xebéyea/\(y,x)ew))

AVz Vy Vz (((x,y)6w/\(x,z)€w/\x6az>y=z/\y€b)

/\((a:,z)Gw/\(y,z)Gw/\sz:SIy/\zea))).

Esitlik gibi egleniklik, bir denklik bagmtisidir (31 numaral sayfaya
bakin):

Teorem 68. Tim a, b, ve ¢ kiimeleri i¢in

a~a, a~b=b~a, axbANbrc=axc
ctimleleri dogrudur.
Alistirma 39. Teoremi kanitlayin.

Teorem 69. a, bir S bagintisy tarafindan iyi siwralanmas bir kiime
olsun. O zaman bir ve tek bir § i¢in, a kiimesinden B ordinaline
giden

v Sy f(2) < ()

kosulunu saglayan bir f eslemesi vardar.
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Kanat. 58 numarali Ozyineleme Teoreminde a kiimesi, ON smifinin
yerini alabilir. Yani tanim kiimesi a olan ve

f)={flc):c€eancSb}

kogulunu saglayan bir f géndermesi vardir. O zaman a kiimesinin her
b elemamn i¢in f(b) bir ordinaldir. Zira degilse b, f(b) degeri ordinal
olmayan a kiimesinin en kii¢iik elemani olsun. O zaman f(b) C ON,
ve ayrica f(b) geciglidir, dolayisiyla f(b) bir ordinal olmalidir. Aym
sekilde f[a] bir ordinaldir. Eger fy ile f1, aym kogulu saglar, ve

fol{c€ea:cSbt=fil{c€a:cSb}

ise, o zaman fo(b) = f1(b); 6yleyse fo = f1. O

Teorem 7o0. Tim a ile b kiimeleri i¢in a X b ¢arpima, bir kimedir.

Kanit. Yerlegtirme Aksiyomuna gore her ¢ igin a x {c} bir kiimedir,
dolayisiyla bir {a x {z}: x € b} smifi vardir, ve bu simif da bir
kiimedir. Ayrica

axb:U{ax{x}:be},

ve Bilegim Aksiyomuna gore bu bilegim, bir kiimedir. O

Tekrar a, s, ve 3, 69 numaral teoremdeki gibi olsun. (a, SN(ax a))
sirali ikilisi,

(a,S)

olarak yazilabilir. O zaman 3, (a, S) ikilisinin ordinalidir (8 is the
ordinal of (a, S)), ve
B = ord(a, S)

yazabiliriz. O halde
a ~ ord(a, S).
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Tanima gore

kard(a) = min{8: a ~ 8};

bu ordinal, a kiimesinin kardinalidir (cardinal). Oyleyse her dyi
swralanabilir kiimenin kardinali vardir. Ozel olarak her ordinalin kar-
dinali vardir. Kardinaller, bir

KN

siifini olugturur. O zaman KN C ON. k, A, i ve v kiigiik Yunan
harfleri, her zaman kardinalleri gosterecektir.

Aslinda 15 numaral sayfadaki Se¢im Aksiyomuna gore her kiime iyi
siralanabilir; ama su anda bu aksiyom, resmi askiyomlarimizdan biri

degildir.

5.2 Sonlu kiimeler

Bir dogal sayiyla eglenik bir kiime, sonludur (finite); sonlu olmayan
bir simf, sonsuzdur (infinite). O zaman her sonlu kardinal, bir dogal
sayidir.

Birkag tane von Neumann dogal sayisinin tanimini, 10 ve 40 numarali
sayfalardan hatirlayalim:

0=2, 1={0}, 2={0,1}, 3={0,1,2}, 4={0,1,2,3}.
Bir a kiimesinin

1) higbir eleman1 yoksa, o zaman a = 0; aslinda a = 0;
2) tek bir elemani varsa, o zaman a = 1;
3) iki (ve sadece iki) elemamni varsa, o zaman a =~ 2;

4) g (ve sadece {ig) elemani varsa, o zaman a ~ 3.
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Ayrica

0%1, 02 03, 12  1#3,  2#£3.

Ancak herhangi iki eglenik dogal say1 esit olmali m1? Bu soruyu, 5
numarali sayfada sormustuk.

Teorem 71. Her dogal sayi, ya 0 ya bir dogal sayinin ardilidr.

Alistirma 40. Teoremi kanitlayin.

Teorem 72. Iki dogal say birbiriyle eslenikse, birbirine esittir:
VeVy (r€EwAyEwArz =y =x=y).

Yani her dogal sayr, sonlu bir kardinaldir.

Kamit. Tiimevarimla her n dogal sayisi igin
Ve(zewAzrn=x=n)

ciimlesini kanitlayacagiz. n = 0 ise dogrudur. n = m ise dogru olsun,
ve bir £ dogal sayis1 igin m’ = £ olsun. O zaman /¢ bos degil. Son
teoreme gore ¢ bir ardil olmali. £ = k&’ olsun. m/ sayisindan &k’ sayisina
giden bir f eglemesi vardir. Eger f(m) = k, o zaman f~ {(m, k)}, m
sayisindan k sayisina giden bir eglemedir. Eger f(m) # k, o zaman

{(z,y):zem~{fT 1K)} Ay = fl2)} U{(f~ (m))}
bagintis1, m sayisindan k sayisma giden bir eslemedir. Oyleyse her

durumda m ~ k. Hipotezimize gore m = k olmali, dolayisiyla m’ =
¢. Kamt bitti. O

Kisaca w € KN.
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5.3 Sayilabilme

Tekrar F: A — B olsun.

1. Eger F[A] = B ise, 0 zaman F, B simifin1 6rten bir gonder-
medir (F is onto B), ve

F: A— B
ifadesini yazabiliriz.
2. Eger
VeVy(zxe ANye ANF(z)=F(y)=z=y)

ise, o zaman F', birebir (one-to-one) veya injektif (injective)
bir gondermedir; ayrica F, bir gpmmedir (embedding). Bu
durumda

F:A— B veya F-ASB

ifadesini yazabiliriz. Bir a kiimesinden B smifina giden bir
gdébmme varsa, bu gémme de bir kiimedir, ve

a<x B

ifadesini yazariz.
3. Eger F', B smifini 6rten bir gdmmeyse, o zaman

F:AZ B
ifadesini yazariz.* Bu durumda F', bir eglemedir.
Teorem 73. Tium a, b, ve ¢ kiimeleri igin

a<a, axbAbgc=a<xc, ar~b=a<b

YN

ctimleleri dogrudur.

*F: A — B ifadesi de miimkiindiir.
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Alistirma 41. Teoremi kanitlayin.

Teorem 74. Bir sinif, bir kiimeye gomdlebilirse, bu sinif da bir
kiimedir.

Alistirma 42. Teoremi kanitlayin.

Teorem 75. w, bir kardinaldir, yani

w € KN.

Kamit. Timevarimla her m dogal sayis1 igin f: m — w ise f[m]
kiimesinin en biiyiik n eleman: vardir, dolayisiyla n+1 € w ~\ f[m];

)

ozel olarak f, w kiimesini orten degildir. O

Teoremin sonucu olarak w kiimesiyle eglenik her kiime, sonsuzdur.
Oyle bir kiime, sayilabilir sonsuzluktadir (countably infinite).
Sonlu veya sayilabilir sonsuzluktaki bir kiime, sayilabilir (coun-
table). Diger kiimeler ve simflar, sayi1lamaz sonsuzluktadir (unco-
untably infinite) veya sayilamaz (uncountable). Ashinda her kiime
olmayan sinif, sayilamaz.

Teorem 76. Bir a kiimesi i¢in asagidaki kosullar, birbirine denktir.

1. a sayilabilir.

2. a3 W.

3. Ya a bos, ya da w kiimesinden a kiimesini drten bir génderme
vardar.

o ~ . < _
Kanit. Eger f: a = w ise, 0o zaman f:a — w ve f~1: w —» a.

w
o ~ . <
Eger n € w ve f: a — n ise, o zaman f: a —

va da

w; ayricayan =0

fPu{(z,0):n<r<w}: w—>a
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Simdi f: a =, @ olsun. O zaman fla], € tarafindan iyi siralan-
nmugtir, dolayisiyla 69 numarali teoreme gore f[a] kiimesinden bir «
ordinaline giden ve

rey e g(z)€gly)

kogulunu saglayan bir g eglemesi vardir. Teoremin kanitindaki gibi
f[a] kiimesinin tiim n elemanlar igin

g9(n) ={g(k): k € fla]Nn}.

Eger fla] N n kiimesinin tiim & eleman i¢in g(k) < k ise, o zaman
g(n) < n. Sonug olarak, f[a] kiimesi iyi siralanmig oldugundan her
n elemani i¢in g(n) < n, dolayisiyla a < w ve go f: a = a.

Son olarak h: w — a olsun. O zaman
z—min{y € w: h(y) =x}: a = w,

dolayisiyla, gosterdigimiz gibi, a sayilabilir. O

Sayilamaz sonsuzlukta bir kiime biliyor muyuz?

5.3.1 Toplama

Toplama veya ikili bilegim iglemiyle sayilamaz sonsuzluktaki kiimeler

olugturulamaz.

Tanima gore tiim a ile b kiimeleri i¢in
allb=(ax{0})U(bx{1}).

Bu bilegim, a ile b kiimelerinin ayrik bilesimidir (disjoint union).

Teorem 77. Tim « ile B ordinalleri i¢in

a+B~alp.
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Kanst. Bu kanit igin tiimevarim kullanmayacagiz. o < vy ise F(7),
a+x =

denkleminin tek ¢ozlimii olsun. O zaman

{(z,(,0)): x<a}U{(x, (F(w),l)):a<x<a+5}7

a+f toplamindan (ax {0})U(8x{1}) bilesimine giden bir eslemedir.
O

Teorem 78. w+ w ~ w.

Kamt. (z,y) — 2z+y gondermesi, (wx{0})U(w x{1}) bilesiminden
w kiimesine giden bir eglemedir. O

Teorem 79. a~ vey=xd isea+v~[F+9.
Alistirma 43. Teoremi kanitlayin.
Teorem 8o. a ile b sayilabilirse a Ub bilesimi de sayilabilir.

Alistirma 44. Teoremi kanitlayin.

5.3.2 Carpma
Carpmayla sayilamaz sonsuzluktaki kiimeler olugturulamaz.
Teorem 81. Tim « ile 8 ordinalleri i¢cin
a-Braxf.
Kanat. Egleme, {(;v,(y7z)): r<a-fAy< a/\ac:a-z—i—y}. O

Teorem 82. w-w ~ w.
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Kamt. {((z,y),2): (z >y=z=2?+y)A(z <y=z=2a+z+y)}
siifl, w X w ¢arpimindan w kiimesine giden bir egleme tanimlar. [

Teorem 83. a~ fvey~disea- -y~ 0.
Alistirma 45. Teoremi kanitlayin.
Teorem 84. a ile b sayilabilirse a X b ¢arpima da saylabilir.

Alistirma 46. Teoremi kanitlayin.

5.3.3 Kuvvet alma

Ordinal kuvvetleri alarak sonsuzluktaki kiimeler olusturulamaz.

Tim « ile B ordinalleri i¢in, tanim kiimesi 8 ordinalinin sonlu bir
altkiimesi olan ve deger kiimesi v ordinalinin bir altkiimesi olan gon-
dermelerin simaifi,

exp(a, B)

olsun.*
Teorem 85. Tim « ile B ordinalleri i¢in

o ~ exp(a, ).

Kamit. 74, 59 numarali teoremdeki gibi olunca, {(7,7.): 7 < o}
kiimesi, o kiimesinden exp(c, 3) kiimesine giden bir eglemedir. []

Teorem 86. o~ ( ve v ~ § ise o) ~ [3°.

Alistirma 47. Teoremi kanitlayin.

*exp(a, B) ifadesi, ve agagidaki 85 numarali teorem, Levy’nin [13, IV.2.10]
kitabindan alinmigtir.
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n € w ise "b simifinmn bir eleman, (ao,...,a,—1) olarak yazlabilir.
O halde

f=(aoy...,an-1) = f(i) = a;.
Herhangi bir A sinifi i¢in
Zo(A),
A smifinin sonlu altkiimelerinin sinifi olsun.
Teorem 87. w® ~ w.

Kamt. w® = exp(w, w), ve exp(w,w) C Py (w x w). Ayrica w x
w ~ w oldugundan £, (w x w) &~ L, (w). Kisaca

w® mexp(w, w) C Py(w x w) = Py (w).

Simdi f: w x w = w olsun. Ozyinelemeyle w {0} kiimesinde bir
n — g, géondermesini tamimlayacagiz. Aslinda g,: "w — w olacak-
tir. Ozyineli tanima gore

91((55)) =&, gn+1(($0, S 7xn)) = f((x(h . ,xn—1)75€n)~

Timevarimdan 1 < n < w ise g,: "w i w, dolayisiyla "w ile g,
smiflar, kiimedir.

P (w) smifindan J{"w: n € w} bilesimine giden &yle bir h gén-
dermesi vardir ki h(0) =0, ve ag < a1 < -+ < a,, < W ise

h({ag,a1,...,a,}) = (ag,...,an).

Oyleyse h, bir gémmedir. Ayrica

(bos s bu1) = (g ((bos- - bu-1)) )
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gondermesi, [ J{"w: n € w} bilegiminden w kiimesine giden bir gém-
medir. Kisaca

Po(w) X U{"w: newl= w.

Gosterdiklerimiz hep birlikte w® kiimesinden w kiimesine giden bir
gébmme oldugunu kanitlar. O

5.4 Biiyiikliik

Bir a kiimesinden bir B simnifina giden bir gdbmme varsa, ama egleme
yoksa,
a<B

ifadesini yazariz. Oyleyse

a < B denktir a x B Aa % B.

O zaman bir a kiimesi sonludur ancak ve ancak a < w. 73 numaral
teoremin 6zel durumu vardir:

a<bANb<c=a<xec
Ama a < bAb < cise a < ¢ sonucuna varabilir miyiz?

Bir a kiimesinin buiyiikligi (size), {z: = a} denklik smifi olarak
digiiniilebilir. a bog degilse {x: z ~ a} sifi, kiime degildir. Hala
biiyiikliiklerin siralanabilir olup olmadigini sorabiliriz. Eger a < b
ise, 0 zaman {x: z =~ a} biyikligi, {z: z ~ b} biiyikliginden
kiigiik gibidir; ama A kiigiik B ve B kiiciik C ise A kiiclik C' dogru
mudur?

Her kiime iyi siralanabilirse, o zaman her biiyiikliik, bir ve tek bir
kardinal igerir, dolayisiyla biiyiikliikler, igerilen kardinallere gore si-
ralanabilir. Ashnda, asagida gérecegimiz gibi, Se¢im Aksiyomunu
kullanmadan biiytikliikler hala siralanabilir, ancak iyi siralanamaz.
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Teorem 88 (Schroder—Bernstein). Tim a ve b kimeleri igin

axbAb<a=a=b.

Kanit (Zermelo [28]). f:a— bve g: b — a olsun. Bu durumda

(go fla] € g[b] C a, g[b] = b.

Biz a = g[b] eglenikligini kanitlayacagiz. Sonug olarak a = b olacak-

tir.

a kiimesinden g[b] kiimesine giden bir h eglemesini tammlayabilirsek,

herhalde a kiimesinin bir ¢ altkiimesi i¢in

h={(z,z): z€ctU{(z,(go f)(z)): z €a~c}

olacaktir. O halde
U(go flla~c] = g[b]
olmaldir, ¢iinkii hla] = g[b] olacaktir. Ayrica
N(geflla~d =2
olmalidir, ¢linkii A bir gémme olacaktir. O zaman

c=glbl~ (go flla~d

olmalidir. g o f birebir oldugundan

(go flla~cl=(geflal~(gof)lc,

dolayisiyla
c=g[b] ~ ((go f)lal ~ (g0 f)le])
olmaldir. (go f)[¢] C (go f)la] C g[b] oldugundan

¢ = (gt~ (g0 Nlal) U(g o Nle

(%)

()
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olmaldir. Ters olarak, eger ¢, (§) satirindaki gibiyse, o zaman (f) ile
(1) satirlar1 dogrudur, ve sonug olarak, g o f birebir oldugundan, (x)
satiridaki gibi h gondermesi, a kiimesinden ¢[b] kiimesine giden bir
eslemedir.

Simdi &yle bir ¢ kiimesini bulmaliyiz. O zaman

A={z: (gl ~ (90 Nlal) Ugo f)la] C = C a)

olsun. Bu durumda a € A, dolayisiyla [ A bir kiime olmaldir. Bu
kiime ¢ olsun. O zaman ¢ € A olmalidir (neden?). Eger (§) satir1
yanlig ise, o zaman

dee~ ((ghl~ (g0 Nlal) Ulgo )
climlesini saglayan bir d vardir. Bu durumda
ce~{d} € A, ﬂAQC\{d}, ¢ C e~ {d}, d¢c.

Bu bir geligkidir. O zaman (§) satir1 dogru olmalidir, ve a =~ g[b],
dolayisiyla a = b. O

Teorem 8g. Tim a, b, ve ¢ kiimeleri igin
a<bANb<c=a<c

Alistirma 48. Teoremi kanitlayin.

5.5 Sayilamaz sonsuzluk

Teorem go (Cantor). Her a kiimesi i¢in

a=< Pa).
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Kamit. {(z,{z}): = € a} géndermesinin sayesinde a < 2 (a). Simdi
fra— P(a) ve
b={zeca:x¢ f(x)}

olsun. O zaman a kiimesinin her ¢ elemani i¢in
cebscd flo).

Oyleyse b # f(c). Dolayisiyla b ¢ f[a], ve f, esleme degildir. O
zaman a % 2 (a). O

Cantor’un Teoremi, kiime olmayan siniflar i¢in yanhgtir. Mesela
Va2(V),
ashnda V = Z(V).

Alistirma 49. Cantor'un Teoreminin kanitinda, a kiimesinin kiime oldu-
gunu nasil kullandik?

Sonsuz bir kiimenin kuvvet sinifi bir kiimeyse, bu kiime sayilamaz.

AKSIYOM 8 (Kuvvet Kiimesi). Her kiimenin kuvvet sinafi, bir
kiimedir, yani

Vo JyVz (z €y e Vw (wez=wex))

ctimlesi dogrudur.

Teorem g1 (Hartogs). Her kiime i¢in, bu kiimeye gomilemeyen bir
ordinal vardur.

Kanit. a bir kiime olsun, ve b, #(a) x & (a X a) ¢arpimin dyle bir
altkiimesi olsun ki ¢arpimin her (¢, s) eleman: igin

(c,8) € b s, ¢ kilmesini iyi siralar.
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Eger (¢, s) € b ve a < ord(c, s) ise, ¢ kiimesinin bir d altkiimesi i¢in
ord(d, s) = a.
Oyleyse {ord(c,s): (c,s) € b} gegislidir, dolayisiyla bir 3 ordinaline

egittir. O zaman S, a kiimesine gémiilemez. Aslinda f: = aise

c= flAl, s={(f(2),f(y)): = <y < B}
olsun. O zaman (¢, s) € b ve ord(c,s) = B, dolayisiyla 8 € 3, ki bu
imkansizdir. O

Simdi her k kardinali i¢in, bu kardinale gémiilemeyen en ki¢iik or-
dinal vardir. Bu ordinal, bir kardinal olmalidir. Bu kardinale, x kar-
dinalinin ardili (veya kardinal ardil) denir, ve bu ardil

Kkt

ifadesiyle gosterilir. Boylece k < k™, ve her A kardinali i¢in ya A < &
yada kT < A

Teorem 92. Elemanlar: kardinal olan bir kiimenin supremumu, bir
kardinaldir.

Alistirma 50. Teoremi kanitlayin.
Simdi
NO = w,
Rgy1 = (Rg)™,
v limit = N, = sup{R¢: £ <~}

kogullari, ON smifinda bir z — X, islemini tammlar. (Burada X,
Ibranice alef harfidir.)

Teorem 93. §{ — N¢ islemi, KN \ w swnfine orten ve normal bir
gondermedir.

Alistirma 51. Teoremi kanitlayin.
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5.6 Toplama ve carpma

Tanima gore
K® X =kard(k + A), Kk ® X =kard(k - A).
O zaman 77 ve 81 numarali teoremler sayesinde

k@A =kard(k U \), Kk ® A =kard(k x A).

Sonraki teoremler sayesinde kardinal hesapmalari kolaydir.
Teorem 94. Tim k ile X kardinalleri i¢in
KBOA= DK, KQA=AQ® K.
Alistirma 52. Teoremi kanitlayin.
Teorem g5. 2 < kK < A ise
ASEDASROASAQ AN
Alistirma 53. Teoremi kanitlayin.
Teorem 96. F', ordinallerde bir normal islem, ve
arf= F(a)= F(B) Q)
ise, o zaman tim sonsuz k kardinali i¢in
F(k) = k.

Kanat. F kesin artan oldugundan, 55 numarali teorem sayesinde x <
F (k). Miimkiinse £ < F(k) olsun.  bir ordinal ardili (neden?) ve F
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normal oldugundan bir « i¢in £ < F(a). O halde A = kard(«) ise,
() satirindaki kogula gore

A<k < F(N).

Boylece {z: x € KN Az < F(z)} simifinin en kiigiik eleman yoktur,
dolayisiyla sinif bostur. O

Teorem g7. \ sonsuz ise
A=A® A

Kamit. ON x ON carpimi, dyle bir < bagintisi tarafindan iyi sira-
lanir ki

maks(a, 8) < maks(y,0) = («, 8) < (v,9).
Mesela

(a, B) < (7,6) & maks(a, 8) < maks(y,0) VB <0 <vy=a
VB<a=iAy<d)Va<y<d=p

olsun, onun igin
axa={(zy): (z,y) € ON x ONA (z,y) < (o, 0)}.
O zaman £ — ord(§ x &, <) gondermesi, son teoremdeki gibi bir

F iglemidir, dolayisiyla her sonsuz A igin A = F'(\), ve 6zel olarak
A=A XA O

Sonug olarak

Nﬁ ©® ny = Nﬁ ® N'y = Nmaks(a,ﬁ)'
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5.7 Ordinaller Kuvvetlerinin kardinalleri

Teorem 98. « sonsuz ise
Popla) = a® =~ a.
Kanit. Eger w < « ise, 87 numarali teoremin kanmitindaki gibi
a = a® mexpla,w) C Py (axw) ~ Py (a) = U{ma: reEwlxa
ginkii a X w ~ a ve a X a =~ q. O

Teorem g99. « ile § sonsuz ise

o ~ maks(a, 3).

Kanat. Eger {(’707 50)7 ey (’Ynflv 67171)} € exp(avﬁ) ve yp < -0 <
Yn—1 1s€, 0 zaman

F({G0:80), -+ (m-1,00-1)}) = ({90,301} (B0, Gn )
olsun. O halde f: exp(«, 3) = P4 (B) x exp(a, w), dolayisiyla
o = exp(a, B) X Po(B) x exp(a, w) ~ B x a ~ maks(a, §). O
5.8 Kontinii Hipotezi

N={z € w: > 1} olsun, ve N x N garpiminda ~,

(a,b) ~(¢,d) & a-d=b-c
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kogulunu saglayan ikili bir baginti olsun. O zaman ~ bir denklik
bagitisidir. (a,b) € N x N ise

a/b= % = {(z,y) € Nx N: (z,y) ~ (a,b)}

olsun, ve
Q" = {z/y: (z,y) e Nx N}

olsun. O zaman z + z/1 géndermesi, N kiimesini Q% kiimesine
gomer. Ilkokulda 6grendigimiz gibi Q1 kiimesinde

a-d+b-c

_ gc g/b_a-d

Le_adfbe a e
d b-d b d  bd’ c/d b-c

Sl S|

ve

a &
g<g(:>a-d<b~c

tammlar1 yapilabilir. O zaman <, QT kiimesinin dogrusal siralama-
sidir, ve burada a < b ise

2a+b a+2b
<

<b.
3 3

a <
Simdi R,

0cacQT,
r<yANy€a=xca,
yeca=>3z(y<zAz€a)

kosullarini saglayan o kiimelerinin kiimesi olsun. Bu RT kiimesine
kontinii (continuum) denebilir.

Teorem 100. R =~ 2 (w).
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Kamit. n € w ve o € "2 ise

floy =14y 22

£E<n 3

olsun. Yani f(0) =1 olsun, ve o € ™2 ise

feu{m0}) =as,  foU{mD}) =a, +2/3"

olsun. Simdi o € “2 ise
g(o) = {xe(@+; Jz (rewnz< f(o [x))}

olsun. O zaman g: 2 — R*. Aslinda g bir gdmmedir, ¢iinkii o |
n=r7[namao(n)=0ve7(n)=1ise, o zaman

flo)+1/3" € g(1) ~ g(o).
Ayrica QT =~ w ve RT C 2(Q™1), dolayisiyla
W2ILRT x 2(QN) ~ P (w) = L2

Schréder—Bernstein Teoremine gore 2 ~ R™T. O

Kontinii Hipotezi (Continuum Hypothesis) veya KH,
Ny = Z(w)

climlesidir. Genellestirilmis Kontinii Hipotezi (Generalized Con-
tinuum Hypothesis) veya GKH,

VaVy (w<z<y< P() =y~ L)

climlesidir. GKH = KH gerektirmesinin dogrulugu, apagik degil-
dir.
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Sonraki teorem i¢in
P%a) = a, 2" (a) = 2 (2" (a))
Ozyineli tanimini yapariz.

Teorem 101. GKH dogruysa, her kiime iyi siralanabilir.

Kanat. Her a kiimesi, & (a U w) kiimesine gémiilebilir. Aslinda

= {(x,0)}: a =, Z(alUw).

Bu nedenle & (aUw) iyi siralanabilirse, a kiimesi de iyi siralanabilir.
Ayrica a U w = a U w’, dolayisiyla

Z@Uw)~ Z@lw )~ Z@lw)d Z(aUw)

(neden?). Oyleyse a ~ a Ll a eslenikligini varsayabiliriz. O zaman
Schroder—Bernstein Teoremine gore a U {0} =~ a, dolaywsiyla her n
dogal sayis1 i¢in

P (a) = P"(a) U P"(a).

Simdi b < #(a) olsun. O zaman
axbla<x Za)U P(a)~ P(a).

GKH varsaymmimiza gére a ~ bUa veya bUa ~ Z(a). Birinci
durumda b < a. Ikinci durumda

bUa= Z(a)U P(a) = P(a) x P(a).

Simdi f: bla = P (a) x Z(a) olsun, ve m, (z,y) — = gondermesi
olsun. Cantor’un Teoremine gore 7|fla x {1}]] = #(a) olamaz,
dolayisiyla & (a) \ 7| fla x {1}]] farkinn ¢ elemam vardir. Eger

d={xeb:mof(z)=c}
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ise, o zaman f[d] = {c} x Z(a), dolayisiyla
d~ Z(a), P(a) b, br Z(a).

Kisaca allamave b= P(a) ise, yabr P(a) yada b < a.

Hartogs'un Teoremine gére dyle bir 8 ordinali vardir ki 8 < 92%(a)
(neden?), ama a, B ordinaline gdmiilemez. O zaman 3, ya 9(a),
ya P3(a), ya P%(a), ya P (a) ile egleniktir. Her durumda a < j3,
dolayisiyla a iyi siralanabilir. O

Her kiime iyi siralanabilirse, her kiimenin ordinali vardir. Ozel olarak
& (w) kiimesinin Ng ordinali vardir, ve 8 # 0, dolayisiyla

w=<N; x Z2(w).

O zaman GKH = KH dogrudur.

5.9 Kardinaller kuvvetleri

Genellestirilmis Kontinii Hipotezini kabul etmeyecegiz, ama son te-
oremin sonucunu kabul edecegiz. Se¢im Aksiyomunun ¢ok bigimleri
vardir; ama bizim i¢in en uygun bigimi, agagidadir.

AKSIYOM g (Se¢im). Her kiime iyi siralanabilir.

Her sayilabilen zaten iyi siralanabildi. Simdi her sayilamaz sonsuz-
luktaki kiime iyi siralanabilir, yani bundan 0 adli bir elemani segile-
bilir, ve ondan sonra 1 adli elemani, vesaire.

Oyleyse her kiimenin kardinali vardir. Kuvvet Kiimesi Aksiyomunun
sayesinde Za smifi bir kiimedir, ¢iinkii

Pa C 2(B x a).
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O zaman
k* = kard(*k)

tanimini yapabiliriz. (Bu kuvvet, ordinaller kuvveti degildir.)

Teorem 102. Tim k, A\, u, ve v kardinalleri i¢in

A
0<A=0 —07 /{AEBH:K)}\@K,#,

0
k=1
1 1’ RO = (RN,
b
1 ngu/\)\gl/éﬁ/\éu”.
K =k,

Alistirma 54. Teoremi kanitlayin.
Teorem 103. Her k i¢in
K< 2",
Alistirma 55. Teoremi kanitlayin.
Teorem 104. 2 < k, 1 < A, ve Xg < maks(k, \) olsun. O zaman

<2d = kM =24, (h
K

K
A< k= k< RN 2%, (%)

Kanst. Hipoteze gore k < 27 ise 2 < k < 2 ve )\ sonsuzdur, dolayi-
siyla
2)\ < K'/)\ < (2)\))\ — 2)\@)\ — 2)\.

Ayrica )\ < k ise k sonsuzdur, dolayisiyla

k< RN < (29)) = 270 = 9%, O
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Teoremin (||) ile (**) gerektirmelerinde x < 2* ile A < » kosullari,
ayn1 anda dogru olabilir. Bu durumda (||) gerektirmesi, digerinden
daha ¢ok bilgi verir. Boylece (xx) satirindaki ciimlenin yerine

N < k=>r <KL
ciimlesi konulabilir. Ornegin

2 < k <280 = ko = gNo,

M0 < =k < RN L 28,

Simdi A < x (veya 2* < k) durumunu iki duruma bélecegiz.

5.9.1 Kofinallik

Sonsuz bir k kardinali limit ordinal oldugundan

k=sup{{: E < K} = Ug.

(<K

Bazen bir kardinal, kendisinden kiiciik bir altkiimenin supremumu-
dur. Ornegin w < N, ama

Ny =sup{R,: z € w}.
Teorem 105. b C « olsun. Asagidaki kosullar, birbirine denktir.

1. « limit veya 0 ise a = sup(b), ve a« =y + 1 ise vy € b.
2. Her durumda

a=sup({+1) = U{nean £}
geb e
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3. « ordinalinin her v elemans i¢in, b kiimesinin v < 0 kosulunu
saglayan bir § elemant varder.

Alistirma 56. Teoremi kanitlayin.
Teoremdeki kogullar dogruysa b, a ordinalinde simirsizdir (unbo-
unded).* Ornegin bir ordinal, kendisinde sinirsizdir. Bir ordinalin

siirsiz altkiimelerinin en kiiglik kardinaline, ordinalin kofinalligi
(cofinality) denir, ve bu kardinal,

kf(a)
olarak yazilabilir. Yani

kf(a) = min{kard(z): « C a Asup(n+ 1) = a}.
nex

O zaman
kf(a) < «a, kf(a4+1) =1,

ve ayrlcaT

kf(a) = min{ﬁ: af (f: B aAsup(f(&)+1) = a)}
§<B
Teorem 106. Her o ordinali i¢in, kofinalliginden giden kesin artan
ve deger kiimesi a ordinalinde sinirsiz olan bir gonderme vardir.

Kamt. f: kf(a) — « olsun, ve deger kiimesi « ordinalinde sinirsiz
olsun. O zaman kf(«) kiimesinde bir g géndermesinin

9(8) = maks(£(8), sup(9(€) + 1))
£<p

*|15, 13. bol.] kaynaginda b, o ordinalinin bir kofinal altkiimesidir.
TBu denklikte f, bir génderme degiskenidir.
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ozyineli tanimi olsun. Eger 8 < kf(a) ve g[3] C a ise, o zaman ¢[f], «
ordinalinde smirsiz olamaz, dolayisiyla g(3) € «; ayrica f(8) < g(B).
Oyleyse g, istedigimiz gibidir. O

Teorem 107. Eger f: a — B, f kesin artan, ve f[a], § ordinalinde
simrsiz ise, o zaman

kf () = kf(3).

Kanat. Bir 7 i¢gin g: v — « olsun, ve g[y], a ordinalinde simirsiz
olsun. (f o g)[vy] goriintiisiiniin S ordinalinde simirsiz oldugunu ka-
nitlayacagiz. & < 8 olsun. Hipoteze gbre « ordinalinin bir 6 elemani
icin

5 < f(0).
O zaman ~ ordinalinin bir ¢ elemani i¢in
0 < g(v), § < f(0) < f(9(t))-

Oyleyse f o g gondermesinin deger kiimesi, 5 ordinalinde smirsizdir.
Sonug olarak
kf(5) < kf(a).

Simdi h: v — 8 olsun, ve h[y], 8 ordinalinde siirsiz olsun. § < = ise

k() = min{¢ € a: h(0) < f(&)}

olsun. O zaman k: v — «. Eger 6 € « ise, o zaman 7y ordinalinin
Oyle bir § elemani vardir ki

f(0) <n(8) < f(K(5)), 0 < k(9).

Oyleyse k[y], a ordinalinde sinirsizdir. Sonug olarak kf(a) < kf(3)
ve aslinda kf(a) = kf(8). O
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Ozel olarak F normal ve o limitse
kf(F(a)) = kf(a).
Ornegin a limit, v > 1, ve 6 > 2 ise
kf(a) = kf(8 + ) = kf(y - a) = kf(0%) = kf(R,).
Boylece eger Cantor normal bigiminde
a=w* ayg+ -+ w0 -a,
ve oy, > 0 ise, o zaman
1, eger a,, = 0 ise,

K@) = 1 k(e - a,) = k(o) = {

w, eger o, bir ardilsa,

kf(an), eger a,, bir limitse.

Bazen bu hesaplama bize yardim etmez. Mesela f(0) = 0 ve f(n +
1) = w/™ ve a = sup(f[w)]) ise, yani
o =sup{0,1, w, w® Ww®" ...}

ise, 0 zaman kf(a) = w, ama o = w®.

Teorem 108. Her « ordinali i¢in

kf(Ryt1) = Nogq-
Kamit. f < Nyyq ve f: f— Ngqq olsun. O zaman

sup(f[8]) = | J £().

£<B

Bu bilegimden R, x N, ¢arpimina giden bir h gémmesini tanimla-
yacagiz. Secim Aksiyomu sayesinde [ J{éN,: & < N,11} kiimesi iyi
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siralanabilir. Bu siralamaya gére § < N,y ise °R, kiimesinin en
kiigiik gommesi, gs olsun. O zaman v < sup(f[f]) ise

d =min{z € B: v < f(2)}, h(v) = (gﬂ(5),ga(7))

olsun. Boylece
kard (sup(f[8])) < kard(Ry x Ry) = R,
dolayisiyla sup(f[8]) < Ra41. Sonug olarak kf(Roy1) = Rot1. 0

5.9.2 Hesapmalar

Teorem 109. 2 < k, 1 < A, ve Rg < maks(k,\) olsun. O zaman
kf(k) = k < &,
GKHA A < kf(/-e) K.

Kamit. kf(k) < X ise *x kiimesinin
w={Jr©

saglayan bir f elemani vardir. §imdi § — g¢: K — Ak olsun. O zaman
Ak kiimesinin {ge¢: ¢ < x} kiimesinde olmayan bir

n}—)mln<1€\{gg < f(n )})

elemam vardir.

Simdi A < kf(k) olsun. O zaman 108 numarali teoremin kanitindaki
gibi

=JM= U Mx U Mkrde= | x| 2

E<k A<E<k A<E<k A<E<k A<E<k
£EKN £EKN
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Eger GKH dogruysa p < k = 2* < &, dolaysiyla £* < k. O

Simdi, gosterdiklerimize gore, eger k + A sonsuzsa, o zaman

2< k<2 =M =2"
A

Ayrica

eger 2 < kK < A ise,
GKH = r* = { kT, eger kf(rk) < XA < & ise,
K, eger 1 < A\ < kf(k) ise.

Ozel olarak

Ngi1, eger a < [ ise,
GKH = RN = Rot1, eger kf(a) < Ng <N, ise,

N, eger Ng < kf(a) ise.
Simdi
:0 =w,
3Oc-‘rl = 23&7

B limit = Jg = sup{3¢: £ < [}
olsun. (Burada 3, branice beth harfidir.)
Teorem 110. Tim k ve A i¢in
<A<Te = Jot’ = Jasts
<

1<
2 <K :a+1 = H:a < :a+1-
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Alistirma 57. Teoremi kanitlayin.

Teorem 111. GKH dogrudur ancak ve ancak her o ordinali igin
N, = Ja.

Alistirma 58. Teoremi kanitlayin.
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