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Bu notlar, bir lisans Galois kurami dersinin asgari igerigi
teklifidir. Her kanitlanmamig teoremi kanitlamak bir aligtir-
madir.
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1 Halkalar

Tanim 1. Bu notlarda her halka, degismeli ve birimli bir
halkadir.

Postulat 2. Tamsayilar, siraly bir halkay olusturur. Bu si-
raly halkanin pozitif elemanlar, wyisiralider.

Tanim 3. Tamsayilar halkasi Z'dir,
{r€Z:z>0}=N, {re€eZ: x>0} =w.
Teorem 4 (Bolme). Z’de eger b # 0 ise, o zaman her
a=br+y & 0<y <]} (1)
sistema ¢oziilebilir.

Kanit. w N {a — bx: x € Z} = A olsun. Bu kiime w iyi-
siralanmig kiimesinin bog olmayan bir altkiimesi oldugundan
A’nin d en kiigiik elemani vardir. O zaman bir ¢ tamsayisi igin
d = a — be, dolayisiyla

a=bc+d.
Ayrica d > 0 (¢iinki d € w), dolayisiyla
0<d< b,
¢iinkii degilse d > |b|, ve sonug olarak
0<d—1|b|=a—bc—|b] =a—blctl),

dolayisiyla d—|b|, A'nin d’den kiigiik olan bir elemanidir, ki bu
imkansizdir. Boylece (¢, d), verilen (1) sisteminin ¢oztimiidiir.
O
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Sonug 5. Z’de en biiyik ortak bolenler bulmak icin Oklid Al-
goritmast kullanilabilir ve (a,b) # (0,0) ise

ax + by = ebob(a, b)
Bézout Denklemsi ¢oziilebilir.

Tanim 6. R bir halka, a € R ve b € R olsun. O zaman

(a) = {az: z € R}, (ideal)
b+ (a)={b+z:z€(a)}, (eskiime)
R/(a) ={z+ (a): x € R}. (bo6liim)

Teorem 7. R/(a) iyitanimlanmas bir halkadur, ve
r—x+ (a)

gondermesi, R’den R/(a) boliimine giden bir homomorfizim-

dir.
Teorem 8. Her n sayma sayist i¢in

i) Z/(n) nin en ¢ok n tane elemany vardir, ve ashnda k €
w 1se
Z/(n)={x+n): k<zx<k+n}

it) Z/(n) nin en az n tane elemant vardir, ve ashinda k € w
ise

0<i<j<n = k+i+(n)#k+j+(n).

Not g. Teoremde normalde k£ = 0 veya

n¢ift ise k=1-—n/2,
ntekise k= (1-n)/2.
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Ayrica z + (n), o olarak yazilabilir. Ornegin

7)(4) = {0,1,2,4} = {-1,0,1,2},
7)(5) ={0,1,2,3,4} = {—2,-1,0,1,2}.

Bunlarin Z’nin althalkas: olmadig1 hatirlanmali.

Tanim 10. Eger bir R halkasinda ax = b denklemi ¢oziilebi-
lirse, o zaman a, b’yi boler, ve

alb

yazilir. Ayrica
R*={x € R: x| 1},

ve bunun elemanlar1, R'nin birimleridir. Eger R* = R~ {0}
ise, o zaman R bir cisimdir.

Teorem 11. a | b ve a|cisea | bx + cy.
Teorem 12. R*, carpmali bir gruptur.

Tanim 13. Bir halkanin 0 veya birim olmayan bir 7 elemani

i¢in,
e cger
T=ab & atl = b1
gerektirmesi saglanirsa, m indirgenemezdir;
® eger

mlab & mta = 7|b
gerektirmesi saglanirsa, 7 asaldir.

Not 14. Oklid’in tamimina gore asal olan sayilari, pozitif in-
dirgenemez tamsayilardir.
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Teorem 15. Indirgenemez tamsaylar asaldur.

Kanat. Z'de 7 indirgenemez, 7 | ab, ama 7 { @ olsun. O zaman
ebob(7, a) = 1 oldugundan

mr+ay =1
Bézout denklemi ¢oziilebilir, ve bu durumda
wbx + aby = 0.

Teorem 11 sayesinde 7 | b. O

2 Sonlu cisimler
Teorem 16. n sayma sayst olmak tzere

n asaldwr < 7/(n) bir cisimdir.
Tanim 17. Z'de her porzitif p asal i¢in Z/(p) cismi

F

p

olarak yazilir.

Teorem 18. Her cisim, altcisimlerinden her biri tizerinde bir
vektor uzayrdir.

Sonug 19. Her K sonlu cismine bir F), cismi gomiilebilir, ve
bir n sayma sayist i¢in

| K| = p".
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Tanim 20. n sayma sayisi olmak tizere Z/(n) halkasimin top-
lamali grubu
L,

olarak yazilsin.

Teorem 21. Z’de her pozitif p asali i¢in

F,* = Z,_1.
Kamit. Her asalin ilkel kokleri vardir. O
Tanim 22. Girdileri bir K cisminden gelen her (ao,...,a,)

listesi icin
ao+ e X + asX?+ -+ a, X"

veya
n

Z akX b

k=0
olarak yazilan bir polinom vardir. Verilen polinomun degis-
keni X'tir, ve katsayilar1 a;’lardir. Eger verilen polinom f
ve a, # 0 ise, o zaman f’nin bagkatsayisi* a, olur, f'nin
derecesi n’dir ve

der(f)=n
yazilir. Ayrica
der(0) = —o0,
ved € wU{—o0} ise
—00+d=—00=d— 0.

Degiskeni X olan, katsayilar1 K’dan gelen polinomlar
K[X]

kiimesini olusturur.

*Vikipedi’de f’nin “en biiyiik katsayisi.”
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Teorem 23. Her K cismi i¢in K[X]| bir halkadir. Bu halkada

der(f + g) < max(der(f),der(g)),
der(fg) = der(f) + der(g)

Teorem 24. Her polinomlar halkasinda eger g # 0 ise, o za-
man her

f=gr+y & der(y) < der(g)

sistemi ¢ozilebilir.
Sonug 25. [ € K[X]| olmak tzere
f indirgenemezdir <= KI[X]/(f) bir cisimdir.

Teorem 26. Eger bir K cismi, bir a elemanini iceren baska
bir L cisminin altcismi ise, o zaman K[X]’ten L cismine giden
bir ve tek bir homomorfizim

1) K'’da 6zdesliktir ve

2) X'’ a’ya gonderir.
Eger bu homomorf izim birebir degilse, o zaman K|[X| halkasi-
nin, baskatsayist 1 olan bir ve tek bir f indirgenemez elemana
i¢in, homomorfizmin ¢ekirdegi (f) idealidir.

Tanim 27. Teoremdeki homomorfizim altinda, K[X]’in im-
gesi
Kla]

olarak yazilir, ve her g polinomunun imgesi
9()

olarak yazilir. Eger g(a) = 0 ise, o zaman «, ¢g'nin bir ko-
kiidiir. Homomorfizmin birebir olmadigi durumda f, a’nin
indirgenemez polinomudur, ve bu durumda
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i) «a, K iizerinde cebirseldir,
ii) a’'nin derecesi der(f) olur.
L cisminde f’nin bagka bir kokii, « ile egleniktir.

Ornek 28. Eger f € K[X] ve indirgenemez ise, o zaman
K[X]/(f) cisminde f'nin X + (f) kokii vardir. Eger « da f’nin
bir kokii ise, o zaman

K[X]/(f) =k Klo].
Sonug olarak o ve 3 eslenik ise
Klo] =k KI[f].

Ornek 29. C = R[i], ve i nin indirgenemez polinomu X2 + 1
olur.

Teorem 30. Bir K cismi tizerinde f, bir a’nin indirgenemez
polinomu olsun, ve der(f) = n olsun. O zaman K zerinde
(1,a,...,a" ") listesi, K[a] uzayman bir tabandur. Ozel ola-
rak K sonlu ise K[| cisminin mertebesi |[K|" olur.

Ornek 31. Fy iizerinde X2 + 1 indirgenemezdir. Eger a bu
polinomun bir kokii ise, o zaman

Fsla] = {ax +y: (z,y) € F3?}
ve |F3[a]| = 9. Bu cisimde a? = —1.

Teorem 32. Bir cisimde, derecesi n olan bir polinomun en
cok n tane koki vardar.

Teorem 33. Her sonlu cismin birim grubu devirlidir.
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Kanat. K* grubunda mertebesi en biiyiik olan eleman a olsun.
O zaman

ol < |K*|. a) < K*.
Simdi
e b, K* grubunun rasgele bir elemant;

e cbob(|a|, |b]) =d

olsun. O zaman
b
|0¢] = %, ebob(lal, [b?) =1,  (a) N (p?) = (1),
dolayisiyla

b b
}@bd} = ekok (\a! , %) = lal - %

olur. Bu mertebe |a|’dan biiytik olamadigindan d = |b|, dola~
yisiyla [b], |a/min bir garpamdir. Bu gekilde K* kiimesinin
her elemani, z1* — 1 polinomunun bir kokiidiir, dolayisiyla
|K*| < |a|. Bundan dolay1

la| = |K*|, {(a) = K*.
Ozel olarak K* devirlidir. O

Teorem 34. Mertebesi p" olan bir K cismi varsa, o zaman
K nin altcisimleri, m’nin n'nin bir ¢carpant oldugu

{r e K: 2" =2}

kimeleridir. Bu durumda F, dzerinde X?" — X polinomunun
indirgenemez carpanlarimin dereceleri, n'nin ¢arpanlaridar.
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Ornek 35. F; iizerinde

X - X =X(X -D)(X+1)(X2+1)(X*+1)
=X(X-1D)X+ DX+ D)X+ X - 1)(X* =X —1).

Simdi o, X? + 1 polinomunun bir kékii olsun. O zaman F3[q/]
cisminde yukaridaki carpanlarin kokleri, agagidaki gibidir.

polinom kokleri

X2 +1 +a
X2+ X -1 H+a+1
X?-X—-1 F+a-—-1

Ayrica o + 1'in kuvvetleri, agagidaki gibidir.

kol 1 | 2| 3 [4] 5 6] 7
(a+DF[[1]a+1l|—a|-a+1|-1]|-a—-1|a]|a—1

Boylece Fs[a]* = (o + 1).

Alistirma 36. Asagidaki durumlarda F, iizerinde X7 — X
polinomunun indirgenemez ¢arpanlara ayrilisini bulun:

a) p=2ven € {234},

b) p=3ven=3,

c) p=5bven=2.

3 Cisim genislemeleri

Tanim 37. Eger K, bir L cisminin bir altcismi ise, o zaman
(L, K) siral ikilisi, bir cisim geniglemisidir ve

L/K
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olarak yazilabilir. K iizerinde vektor uzayi olarak L’'nin boyutu
[L: K]

olarak yazilir. Bu boyutun sonlu oldugu durumda L/K genig-
lemesinin kendisine sonlu denir. Her durumda f € K[X] ve
L’nin «; elemanlar1 i¢in

F=1Ix=a)

=1
ise, o zaman f, L’de pargalanir. Eger ayrica
L=Klo,...,o]

ise, o zaman K fizerinde L, f'nin bir pargalanig cismidir.
Eger f'nin «; kokleri birbirinden farkl ise, o zaman f ayrila-
bilir. Eger K iizerinde her indirgenemez polinom ayrilabilirse,
o zaman K miikemmeldir.

Ornek 38. Mertebesi p™ olan sonlu bir L cismi varsa, bu cisim
[, iizerinde X?" — X polinomunun pargalanis cismidir, ve bu
polinom ayrilabilir. Eger K C L ise, o zaman

= K|

Tanim 39. Eger K C L ve o € L ise, o zaman L’nin altcismi
olan, K’yi kapsayan ve «a’y1 igeren cisimlerin en kiiciigii

K(a)
olarak yazilir.

Not 40. K iizerinde «
e cebirsel ise K(a) = K|a],

Cisim geniglemeleri 11



e cebirsel degilse K (a), K|a]'dan biiyiiktiir.

Ornek 41. F,CL aclL, f=afve K=TF,(5) olsun. Eger
a, I, tizerinde cebirsel degilse, o zaman K iizerinde
e X? — [ polinomu indirgenemez, ve
e K[a], X? — f polinomunun bir parcalanig cismidir, ama
e X? — 3 ayrilamaz.

Teorem 42. Her K cismi tizerinde
e her polinomun parcalanis cisimleri vardr,
o bunlar birbirine K tzerinde izormorftur.
Teorem 43. Bir K[X]| polinomlar halkasinda bir ve tek bir
f = f"islemi igin
ae K = d =0,
X' =1,
(f+9)=f+d,
(f9) = rfg+fg"

Teorem 44. Bir [ polinomu ayrilabilir ancak ve ancak

ebob(f, f) = 1.

Teorem 45. Karakteristigi sifir olan (yani Q cismini kapsa-
yan) her cisim mikemmeldir.

Teorem 46. Karakteristigi p olan (yaniF, cismini kapsayan)
bir K cismi mikemmeldir ancak ve ancak KP = K olur.

Sonug 47. Her sonlu cisim mikemmeldir.

Teorem 48. Her p asalv i¢in, her n sayma sayist i¢in, mer-
tebesi p™ olan cisimler vardir, ve bunlar birbirine izomorftur.
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Tanim 49. Mertebesi p” olan bir cisim

Fon

p
olarak yazilir.

. tizerinde XP" — X polinomunun indirgenemez
Sonug 50. [, de XP
carpanlarimn dereceleri, n’nin ¢carpanlaridir.

4 Cisim otomorfizimleri
Tanim 51. Bir L cisminin otomorfizimleri
Otom(L)

grubunu olugturur. Eger o € Otom(L) ve x € L ise, o zaman

o altinda x’in imgesi

xO’

olarak yazilsin. Tanima gore

() {c € Otom(L): 27 = 2} = Otom(L/K).

zeK

Benzer sekilde G < Otom(L) ise, o zaman

ﬂ {o € Otom(L): 27 = x} = Sab(G).

ceG
Teorem 52. Her L/K cisim genislemesi i¢in
i) Otom(L/K), Otom(L) nin bir altgrubudur,

it) Sab(G), L cisminin bir altcismidir.
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Teorem 53. Her L/K cisim genislemesi i¢in
e Otom(L)’nin Otom(L/K) altgruplar ve
e L’nin Sab(QG) altcisimleri,

eslenik kiimeleri olusturur. Bir esleme, tersi K — Otom(L/K)
olan G — Sab(G) gondermesidir.

Kanit. Otom(L/K) = K’ ve Sab(G) = G’ olsun. O zaman
K C K", GCqG".
Ozel bir durum olarak
G CqG”, K' C K", (2)
Eger K C F C Lve G< H < Otom(L) ise, o zaman
F CK, H <G
Ozel bir durum olarak
K" C K, G" C @
(2) kapsamalar ile kargilagtirilarak
G =G", K' = K".

Oyleyse {K': K C L} ve {G': G < Otom(L)]} esleniktir, ve
bir egleme, tersi K — K’ olan G — G’ géndermesidir. O

Tanim 54. Bir G i¢in K = Sab(G) ise L/K geniglemesi Ga-
loisdir.

Lemma 55. Eger
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L/K, bir cisim genislemest,

fe K[X],

L, K dzerinde f’nin bir parcalans cismsi,

a€ LvepeL,

a ve B, K dizerinde eslenik

ise, o zaman Otom(L/K) grubunun bir o elemant i¢in

o = f.

Lemma 56. Ejer o € L ve K tizerinde cebirsel ise, o zaman

[K": K(o)] < [K(a) : K. (3)

Eger ayrica a’nmin indirgenemez polinomu ayrilabilirse ve L de
parcalanirsa, o zaman

(K" K(o)] = [K(a) : K. (4)

Kanat. o’nin indirgenemez polinomu f, K’ = G, ve K(«a)' =
H olsun. Eger G'nin elemanlarinin ikisi o ve 7 ise, o zaman

—1
=7 <= o7 =a < or ‘e H < Ho=Hr.

Sonug olarak H\G béliimiinden {z € L: f(z) = 0} kiimesine
giden, iyitanimlanmis, birebir bir

Ho— aof
gondermesi vardir. Boylece
[H\G| < {z € L: f(z) = 0}]. (5)

Tanima gore

|H\G| =[G : H].
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Ayrica

{x € L: f(z) =0} < der(f) [Teorem 32|  (6)

= [K(a): K] [Teorem 30].

Bunlardan dolay1 (3) esitsizligi gikar. Eger f, L’de pargala-
nirsa, o zaman son lemma sayesinde génderme ortendir, dola-
yisiyla (5) esitsizligi bir egitliktir. Eger ayn1 zamanda f ayrila-
bilirse, o zaman (6) egitsizligi de bir egitliktir, ve sonug olarak
(4) esitligi gikar. O]

Lemma 57. Ejer L/K sonlu ise, o zaman
|Otom(L/K)| < [L: KJ. (7)

Eger L, K Jizerinde ayrilabilir bir polinomun parcalanis cismi
1Se, 0 zaman

|Otom(L/K)| = [L : K]. (8)

Kanit. K C F C L ve F/K sonlu olsun. Son lemmadan ve
[F': K] lizerinde tiimevarimdan

[K': F'| < [F: K],

ve F' = L ise (7) esitsizligi ¢ikar. Zira o € F ~ K olsun, ve
tlimevarim hipotezi olarak

[K(a)': F'] < [F: K(a)]

varsayilsin. O zaman

[K': F'| = [K': K(a)'][K(«) : F']
< [K(a): K][K(a)' : F'] [Lemma 56|
< [K(o): K|[F : K(a)] [hipotez|
=[F: K].
Verilen 6zel durumda egitsizlikler egitliktir. O
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Teorem 58. L/K, sonlu bir cisim genislemesi olsun. Asagi-
daki kosullar birbirine denktir.
I. L/K Galois’dor.
II. K viizerinde L’nin her elemaminin indirgenemez poli-
nomu, ayrilabilir ve L’de parcalanar.
III. K iizerinde L, ayriabilir bir polinomun parcalanis cis-
madar.
IV. |Otom(L/K)| = [L : K].

Kanat. 1. L/K Galois ve a € L olsun. G = K’ olsun. Bir
n sayma sayisi i¢in, L’nin baz birbirinden farkh olan oy ele-
manlari igin,

{a?:0€ G} ={ay,...,an}.

Simdi

[[(xX—an=r

k<n
olsun. O zaman f ayrilabilir ve L’de pargalanir. Ayrica G’nin
her eleman: {ay, ..., a,} kiimesinin bir permiitasyonu kurdu-
gundan f'nin katsayilar1 G’ cismindedir. Varsayima gore bu
cisim K’dir.

2. K iizerinde L'nin her elemaninin indirgenemez polinomu,

ayrilabilsin ve L’de pargalansin. L/K sonlu oldugundan

K:KogKlggKS:L,

oyle ki ¢ < s olmak tizere K, cisminin bir [, elemaninin K
iizerinde f, indirgenemez polinomu vardir, ve K, 1, fo--- fo
polinomunun parclanig cismidir.

3. Eger K {izerinde L, ayrilabilir bir polinomun pargalanis
cismi ise, o zaman (8) esitligi ¢ikar.

Cisim otomorfizimleri 17



4. Tekrar G = K’ olsun. O zaman

|G| = |Otom(L/ Sab(G))| [Teorem 53|
< [L : Sab(G)] [Lemma 57|
<[L: K] [K C Sab(G)]
Eger (8) dogru ise, o zaman Sab(G) = K. O

Alistirma 59. Q iizerinde f = X3 — 3X + 1 olsun.
A. C cisminde f’'nin koklerini bulun.
B. f'nin Galois grubunu bulun.

Alistirma 6o. Q iizerinde X* — 2 polinomunun parcalanis
cismini ve onun altcisimlerini bulun.

Teorem 61. Ejer L/K Galois, K C F C L, ve F/K genis-
lemesi de Galois ise, o zaman

Otom(L/F) < Otom(L/K).

Kanat. Hipoteze gore a € F ise, o zaman K {izerinde a’nin her
eslenigi F’dedir. Sonug olarak ¢ € Otom(L/K) ise a” € F.
Bundan dolay1 7 € Otom(L/F) ise 7 F’yi sabitlediginden

Odo‘ TU:&U U:&'

Béylece o7 'ro € Otom(L/F). O

Alstirma 62. Eger L/K Galois, K C F C L, ve
Otom(L/F) < Otom(L/K)

ise, o0 zaman F/K geniglemesinin Galois oldugunu kanitlayn.
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5 Indirgenemezlik

Tanim 63. Eger her a; katsayis1 bir tamsay1 ve
ebob(ag,ay,...,a,) =1

ise ag + a1 X + - - + a, X" polinomuna ilkel denir.

Lemma 64 (Gauss). Iki ilkel polinomun ¢carpyme da ilkeldir.

Kamit. Eger f ilkel ama fg ilkel degilse, g’'nin ilkel olmadigini
gosterecegiz. Simdi

f:iaiXi, g:iij]
1=0 j=0

olsun. Ayrica ¢ > m ise a; = 0 olsun, ve j > n ise b; = 0 olsun.

O zaman
k
ck = E a;b—;
i=0

olmak tlizere
m—+n

fg= Z e X*.
k=0

Eger bu polinom ilkel degilse, o zaman bir p asali, her ¢, kat-
sayisini boler. O halde f ilkel ise, bir ¢ igin p 1 ay, ama i < ¢
oldugunda p | a;. Boylece

p | agby + arb_y 4 - + ap_1by,
dolayisiyla p | asby, ¢linkii

agby = c¢ — (aoby + arby_y + - - - + ar_1b1).
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Simdi Oklid Lemmasi'ndan p | by. Bundan dolay
p | cor1 — (aoberr + arbe 4 - - - + ag_1by + agy1bo),

yani p | agby, ve sonug olarak p | b;. Bu sekilde her j igin p | b;,
dolayisiyla g ilkel degildir. O

Teorem 65. Katsayilar, tamsayr olan bir polinom Z tizerinde
indirgenemezse, o zaman Q tzerinde de indirgenemez.

Kamt. Katsayilar1 tamsay1 olan bir h polinomu Z iizerinde
indirgenemezse, o zaman ilkeldir. Simdi a;, ¢;, b;, ve d; tamsay1
olmak ftizere

ebob(a;, ¢;) =1, ebob(b;, d;) = 1,
i b; .
= X — hel'g
f Z - g ; .
a = ebob; a;, b = ebob; b;,
¢ = ekok; ¢;, d = ekok; d;

olsun. O zaman (c¢/a) f ve (d/b)g, Z iizerinde ve ilkeldir. Gauss
Lemma sayesinde (cd/ab) fg de ilkeldir. Eger fg'nin Z iizerinde
olan ve ilkel bir A polinomuna esit oldugunu bilirsek, o zaman
ab = cd, dolaywsiyla h = (¢/a)f(d/b)g. Sonug olarak h Z tize-

rinde indirgenemezse, QQ lizerinde de indirgenemez. U

Teorem 66 (Eisenstein Kriteri). Eger
e Her ay tamsay,
e bir p asaly i¢in
— p*tag, ama
— 0 < k < n olmak iizere p | ai, ama
- pfan
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15€, 0 zaman
ag + &1X + -t &nlenil + aan
polinomu Q 1dizerinde indirgenemez.

Kanit. Verilen polinom f olsun. Bunun ilkel oldugunu var-
sayabiliriz. Bu durumda f’'nin Z iizerinde indirgenemedigini
kanitlamak yeter. Z iizerinde

g:Zn:biXi, g:ichj
i=0 j=0

olmak tlizere f = gh olsun. O zaman f ve g de ilkeldir. Ayrica
ag = bpco oldugundan p | by ve p { ¢o varsayabiliriz. Bir ¢ igin
k < {ise p | b olsun. Eger ¢ = n ise, g ilkel oldugundan p 1 b,,,
dolayisiyla der(g) = n, ve sonug olarak der(h) =0 ve h = £1.
Diger durumda p | ay, ama

ag = bocy + bicg—1 + - -+ + byco,

dolayisiyla p | by. Tiimevarimdan k < n ise p | by, ve yukaridaki
gibi h = £1. 0
Ornek 67. Z'de bir p asali icin p | d ama p? { d olsun, ve
f=X°—d
olsun. O zaman Eistenstein Kriterinden dolay1 Q iizerinde f
indirgenemez. Simdi C’de p, f'nin bir kokii olsun ve
2mi
¢ =(s=exp 5

olsun. O zaman f’nin kokleri, {¢* - p: 0 < k < 5} kiimesini
olugturur, dolayisiyla

Q(p, ¢)
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cismi, Q lizerinde f’nin parcalanig cismidir. Ayrica Eistenstein
Kriterinden dolay1 Q {izerinde X* 4+ X3 + X? + X + 1, ('nin
indirgenemez polinomudur, ¢linkii

4 3 2 _ X° -1
X'+ X34+ X +X+1_ﬁ,
%:X4+5X3+10X2+10X+5.
Simdi
[Q(p,¢) : Q] = [Q(p, ¢) : QUOIQQ) : Q]
= [Q(p, ¢) : Q(P)][Q(p) : Q]

[Q(¢) : Q] =4, [Q(p) : Q] = 5.
Ayrica ebob(4,5) =1 ve
[Q(p, €)= Qp)] < [Q(C) - QL [Q(p, ¢) : QO] < [Qlp) - Q.
Bundan dolay1 [Q(p, ¢) : Q] = 20, dolayisiyla
[Otom(Q(p, ¢)/Q)| = 20,

|Otom(Q(p, ¢)/Q(¢))] = 5,
|Otom(Q(p, ¢)/Q(p))| = 4.

Sonug olarak Otom(Q(p, ¢)/Q(()) devirlidir, ve grubun agikar

olmayan her elemani bir iiretectir. Ozellikle

p" = (- p olmak iizere Otom(Q(p,()/Q(()) = (7).

Ayrica Q iizerinde ve Q(p) iizerinde, ('nin eslenikleri (2, ¢*,
¢8, ve (16 olur, dolaysiyla

¢° = ¢* olmak iizere Otom(Q(p,¢)/Q(p)) = (o).
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x| p ¢
| op
" | Cp €

Tablo 1: Q(p, ()’'nin otomorfizmalar

Simdi o ve 7 tablodaki gibidir, ve

Otom(Q(p, €)/Q) = (o, 7).

Teorem 61 ve Aligtirma 62 sayesinde

(o) L (o, 7), (r) <o, 7).

Ashinda
o lro TO o 72
P = = (Cp) = p=p
oldugundan
o lro =12, T0 =0T,
dolayisiyla

Sylow Teoremleri sayesinde (o, 7) grubunun

e tek Sylow 5-altgrubu (7)’dur;

e Sylow 2-altgrublari, 0 < k < 5 olmak iizere (o7%)’dir.
Ayrica

orFork = g2r2ktk _ 2.3k

oldugundan (o7*) grubunun tek mertebesi 2 olan altgrubu
(o?73%) olur. Simdi

(¢ )™ = (¢ p) =
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23k pC+C4

<0 T>

Sekil 1: X® — d icin Galois eslemesi
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oldugundan
Sab(o7") = Q(¢™" - p), Sab(c?7™) = Q¢ - p, ¢+ (Y.
X?® — d polinomu icin Galois eslemesi, sekildeki gibidir.

Alistirma 68. Q iizerinde X% — 2 polinomunun parcalanis
cisminin tum altcismilerini bulun.
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