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1 Tikizhk

Asgagidaki denk kogullardan birini saglayan bir X topolojik uzay, tikizdir:
1. Eger U C #(X) ise, U'nun her elemani agik ise, ve

x=Ju

ise, 0 zaman U’nun sonlu bir {Uy,...,U,} altkiimesi igin
X=UU---UX,

olur.
2. Eger F C £(X) ise, F'nin her eleman: kapal ise, ve F’nin her
sonlu {F, ..., F,} altkiimesi igin

FFNn---NF, #£0

ise, o zaman
(F#0
olur.

Birinci kosul, X'in her acik Ortiistiniin sonlu alt &rtiisii olmasidir.
Ikinci kosul, X’in sonlu kesisim 6zelligi olan her kapali altkiimeleri
ailesinin bog olmayan kesigimi olmasidir.

Eger X’in altkiimesi, X’in alt uzay olarak tikiz ise, bu altkiime (altkiime
olarak) tikizdir.

Ornegin, her sonlu uzay tikizdir. Strekli bir fonksiyon altinda bir tikiz
uzayin imgesi de tikizdir. Bir tikiz uzayi her kapal altkiimesi, tikizdir da.
Bir Hausdorff uzaym her tikiz altkiimesi, kapalidir. Bir metrik uzayinin
her tikiz altkiimesi, simirlidar.

Ozel olarak, R'nin her tikiz altkiimesi, kapali, sinirh bir araligin altkiime-
sidir. Daha genel olarak R™’nin her tikiz altkiimesi, bir [—a, a]” kutusunun
altkiimesidir. Ters de dogrudur: bu, Heine—Borel Teoremidir.

Bu teoremin 6zel bir durumunu kanmitlayalm. F, [a,b] araligimin sonlu
kesigim 0Ozelligi olan kapali altkiimeleri ailesi olsun, ve a < ¢ < b olsun.



O zaman ya F U {[a, c|} bilegsiminin ya da F U {[c, b]} bilesiminin sonlu
kesigim 6zelligi vardir. Nitekim

Fn---NnF,Nla,c =0, FopiNeo NEym Ne, b =0
ise F1N---NFyyy, =0 olur.
Recursion ile, 6yle bir ([ag,bx]: k € w) dizisi vardir ki
O=ap<ar<ag<... <y <by <bg=1,
ya ar = ag4+1 ya da bgq1 = by,
1

ak+2fk=bk.

Simdi ¢ = supyc, ar olsun. O zaman ¢ = infye, by olur. Buraya kadar
F’nin elemanlarinin kapali oldugunu kullanmadik. R’nin bir G kapal
altkiimesi i¢in ¢ ¢ G ise, pozitif bir € i¢in

GN(c—ec+e)=0
olur. 2% > 1/e ise [ag, br] C (c — €, ¢+ €) olur, dolayisiyla
GnN [ak,bk] = 0.

Oyleyse G ¢ F. Sonug olarak ¢ € () F olur, ve [0, 1] tikizdir. Aym sekilde
her [a,b] aralig1 da tikizdir.

2 Carpimlar

Bir I gostergeg kiimesinin her ¢ elemani igin X, bir topolojik uzay olsun.
Bu X; uzaylarinin Descartes carpim,’ &yle bir kiimedir ki elemanlarr,
(z;: i € I) bigimindedir, ve her i i¢in x; € X; olur. Bu ¢arpim

1~
el

olarak yazilir. Ornegin I = {0,...,n—1}ise ve X; = Rise [[,c; X; = R"
olur.

Weya Kartezyen carpum.



Genelde [[;c; X; = X olsun. X’in bir (z;: @ € I) elemani, x olarak
da yazilabilir. I'nin her 4 elemamn icin, X'ten X;’ye giden Gyle bir 7;
fonksiyonu vardir ki

T (x) = XT;

olur. Bu m; fonksiyonlari, izdistim fonksiyonlaridir. X {izerinde, m; fonk-
siyonlarin stirekli kilan en kaba topoloji, carpim topolojisidir.

X, bu topolojiyle donatilmig olsun. {i(1),...,i(n)} C I ise, ve her k igin
Uk, X nn agik altkiimesiyse,

kiimesi, X’in agik bir altkiimesidir. Ayrica bu kiimeler, carpim topoloji-
sinin bir tabanini olusgturur.

Her ¢ i¢in U;, X; nin agik altkiimesiyse

{(EGX: /\!EZEUl}
iel
(vani (N;c; mi '{U;]) aqik olmayabilir; ama {z € X: \,.;z ¢ U} ka-
palidir.

Tihonov teoremine gore, her X; tikiz ise, X de tikizdir. Bu teoremi
kanitlayacagiz.

3 Sonlu durum

Ik olarak X ile Y tikiz ise X x Y carpiminmn tikiz oldugunu gosterecegiz.
U, carpimin agik oOrtiisii olsun. U’nun her W elemani agik oldugundan
X’in acik U; altkiimeleri vardir, ve Y’nin acik V; altkiimeleri vardir, 6yle
ki
w = JWi x Vi)
i€l

olur. O zaman U’daki W’nin yerine U; x V; kiimelerini koyabiliriz. Yani
Unun {U; x V;: i € I} bigiminde oldugunu varsayabiliriz.

Simdi x € X ise
I={iel:zeU;}



olsun. O zaman {U; x V;: i € I}, {z} x Y carpmminin acik ortiisidir.
Ama bu garpim tikizdir, ¢iinkii bu garpim, y — (z,y) fonksiyonu altinda
Y ’nin imgesidir, ve bu fonksiyon siireklidir (neden?). O zaman I,,’in sonlu
bir J, altkiimesi i¢in

{z} xY | Wi xW)

i€ Sy

Ut= (U

i€Jy

olur. Simdi

olsun. Bu kiime agiktir ve x elemanin igerir. O zaman {U”: z € X}
ailesi, X'in bir agik Ortiisiidiir. Dolayisiyla X’in sonlu bir X altkiimesi

icin
x=|Jur
z€Xo
olur. Ayrica
U xY C U(UixVi)
i€,
olur. Dolayisiyla

XxY = U U xY = U U* xY) U U U x Vi)

x€Xo zeXo r€Xg i€,

olur. Oyleyse {U; x V;: i € Usex, J=}> Unun sonlu altértiisiidiir. Sonug
olarak X x Y tikizdir.

Tiimevarimdan [ sonluysa [],.; X; tikizdur. Ozel olarak R™'nin her

iel
[ag, bo] X -+ X [ap—1,brp_1]

altkiimesi tikizdir.

4 Kuvvet kumeleri

Simdi 2, iki elemanli {0, 1} kiimesi olsun; topolojisi, ayrik topoloji olsun.
O zaman 2 tikizdir. [],.; 2 carpimi,

2]



kuvveti olarak yazilir. Bu uzaydan &?(I) kuvvet kiimesine giden
(iziel)—~{iel:z,=1}
eslemesi vardir.

2'nin her altkiimesi agik oldugundan, I'nin her sonlu Iy altkiimesi icin
e € 200 ise
{ze2l: (zi:iel)=e)}

aciktir. O zaman A C 270 ise
{ze2l: (z;:iely) e A}

kiimesi de aciktir. Bu kiimeye U, densin. O zaman bu U, kiimeleri, 27
kuvvetinin topolojisinin bir tabanin olugturur. Ayrica

(Ua)® = Uae

olur, dolayisiyla U4 hem aciktir hem kapalidir.

5 Onermeler mantig

{P;:i € I}, dnerme degiskenleri kiimesi olsun, ve F, degigkenleri bu
kiimede olan bir 6nerme formiilii olsun. O zaman F’nin degigkenleri, sonlu
bir {P;: i € Iy} kiimesindedir.

2'nin elemanlarini, dogruluk degeri olarak diigiinebiliriz:
1 = dogru, 0 = yanls.

O zaman 2! carpiminin her (z;: i € I) elemani, bir dogruluk génder-
mesini tamimlar. Iy = {i(0),...,i(n—1)} ise F'nin agagidaki gibi dogruluk
tablosu vardir.

P Py F
0 0 70
€i(0) eg(nfl) f
1 1 f,2n71



Simdi _ _
A= {(6?(0)7 . .7eg(n71)): =1}

olsun. O zaman Uy, 'nin elemanlari, F’nin modelleridir.

Ters olarak I'nin her sonlu I altkiimesi icin, 27° kuvvetinin her A4 altkiimesi
i¢in, Oyle bir F' 6nerme formiili vardir ki U4, F’nin modelleri kiimesi-
dir.

Simdi F, 6nerme formiillerinin bir kiimesi olsun. Eger e, F’nin her ele-
maninin modeliyse, o zaman e, F’nin modelidir. Tihonov Teoremine
gore, F'nin her sonlu altkiimesinin modeli varsa, F/’nin modeli vardir.
Bu sonug, 6nermeler mantig: i¢in tikizlik teoremidir.

6 Kuvvet kiimelerinin tikizhigi

Simdi 2 kuvvetinin tikizhgim kamtlayacagiz. {A(i): ¢ € I}, dyle bir
kiime olsun ki I’'nin her ¢ eleman: i¢in w’nin sonlu bir J altkiimesi igin
A(i) C 27 olsun. Ayrica {Ua(;y: i € I} kiimesinin sonlu kesigim zelligi
olsun.

w’nin her n elemani, {0,...,n—1} veya {k: k < n} olarak diigiiniilebilir.
(ar: k < m) € 2" olsun. Miimkiinse I'nin her sonlu I altkiimesi igin
Mic1, Ua(i) kesisiminin &yle (zx: k € w) elemant olsun ki

(g k<n)=(ax: k <n)

saglansm. (n = 0 ise elbette dogrudur.) Eger her Iy icin (V;c; Uaq)
kesigiminin

(xp: k<n)=(ax: k <n), Zp =0

esitliklerini saglayan (xx: k € w) elemani varsa, a,, = 0 olsun. Degilse
an, = 1 olsun. O zaman her I icin ﬂielo Uiy kesigiminin
(zp:k<n+1)=(ar: k<n+1)

esitligini saglayan (xj: k € w) eleman vardir.



Recursion kullanarak 2¢ uzaymin 6yle (ar: k € w) eleman vardir ki
w’nm her n eleman i¢in /'nin her sonlu /oy altkiimesi igin (7, 1, VA
kesigiminin

(xk: k<n)=(ar: k <n)

esitligini saglayan (zx: k € w) elemam vardir. Ama I'min her sonlu I
altkiimesi igin, w’nin Gyle bir n elemam vardir, ve 2" carpiminin &yle A
altktimesi vardir ki

() Uiy = Ua = {(zx: k € w): (zx: k <n) € A}.
i€lp

O halde (ay: k € w) € Uyu.

7 Genel sayilabilen durum

Simdi X =[], ., X olsun, her X; tikiz olsun, ve F, sonlu kesisim 6zelligi
olan, X’in kapali altkiimelerin bir ailesi olsun. 7, yerine m,; yazahm,
¢linkii simdi 7,,, X’ten [], ., Xi carpimina giden

(zr: k €w)— (x: k< n)
fonksiyonu olacak. F' kapaliysa 7, [F| de kapalidir. (Neden?)
{mn[N Fol: Fo € F ve sonlu}

ailesinin sonlu kesigim 6zelligi vardir (neden?). Bu ailenin kesigimi L,
olsun; bu kiime bog degildir, ¢iinkii [, ., Xy tikizdir.

Simdi 77+, [I1cnie Xk carpimindan [, X} carpimina giden
(xp:k<n+40)— (vr: k<n)
fonksiyonu olsun. O zaman

Ly 2 1y Lng1] 2 2 [Liga] 2 -

¢linkii 7, = 7t o mpyq ve genelde ;¢ flAi] 2 fN;er Ail- Ama

n

(7" * [ Losk]: k€ w)

n



ailesinin sonlu kesigimin 6zelligi vardir, ve elemanlar: kapalidir. Bu ailenin
kesigimi K, olsun; bu kiime bog degildir. Ayrica

Kn :_) 7T2+1 [KnJrl]
¢iinkii

Lpii 2 Wﬁi%wrﬁﬂ
7Tn+1[Ln+1] = 7T2+2[Ln+2]

n

27
27

ama K,, = inf{zn"T*[L,1]: k € w}.

Simdi X’in Oyle a eleman vardir ki her n ic¢in
m(a) € K,

olur. Ama F’nin her F elemani i¢in, w’nin 6yle bir n elemaninin oldugunu
varsayabiliriz ki

re€FAT(y) =mn(z) = yeF

gerektirmesini varsayabiliriz. O halde

aeﬂ]:

olur.

8 Genel durum

Sonluagir1 timevarim (Transfinite induction) ile, Tihonov Teoremi ge-
nelde dogrudur.
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