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Bu smavda R’nin topolojisi, Oklid topolojisidir.
Soru 1. R nin topolojisinin sayilabilen tabant var madir?

Coziim. Vardir. {(a,b): a € QA b € QA a < b} araliklar kiimesi, bir tabandir.
Neden? V', R'nin agik bir altkiimesi olsun. O zaman V'nin her ¢ elemani igin 6yle
bir pozitif € vardir ki

(c—e,c+e)CV

olur. Kesirli a ile b sayilari igin c —e < a < ¢ < b < ¢+ ¢ olur. (a,b) = I, olsun. O
zaman c € I, ve I. C V olur. Oyleyse

v=_JL
ceV

olur.

Uyari. {(a,b):a € QAb € QANa < b} = ( olsun. O zaman ¢oziimiimiizde
V’den f’ya giden bir ¢ — [, fonksiyonunu tanimladik. Dolayl olarak Se¢im Belitini
kullandik. Bunu kullanmadan

V=|J{rep:1cVv}
diyebiliriz.
Soru 2. 2 = {0, 1} olsun, ve topolojisi, ayrik topoloji olsun. O zaman 2%, w ’dan

2’ye giden fonksiyonlar kiimesi olsun, ve topolojisi, ¢carpim topolojisi olsun. (Yani
ng < ---<n,, vee,E 2 ise

{fe2%: flng) =eg A+ A f(nm) =em}

temel agik bir kiime olsun: oyle kiimeler, topolojiyi tretir.) Bu uzayin sayilabilen
sonsuz tikiz altkimest var madir?



Co6ziim. Vardwr. a, = (1,1,...,1,0,0,...) ve b = (1,1,...) olsun. O zaman
——

(an: n € N) dizisi, b noktasina yakinsar. Dolayisiyla {a,: n € N} U {b} tikizdir.

Uyari. a, — b ¢iinkii b'nin her V' komsgulugu i¢in 6yle bir M vardir ki 2% uzayimin
her (x,: n € w) elemani i¢in, (z,: n € w) = z ise

(Io,...,{I?M):(l,...,1> — xeV

olur. Her topolojik uzayda, bir (a,: n € N) dizisi, bir b noktasina yakisarsa,
{an: n € N} U{b} tikizdir, ¢linkii d’'nin her U agik komsulugu i¢in {n: a, ¢ U}
sonludur. (Bagka bir 6rnek, ara smav 2’deydi.)

Soru 3. X, bir topolojik uzay olsun ve f, X ’ten kendisine giden stirekli bir fonksi-
yon olsun. Eger (x,: n € N) dizisi, x’e yakinsarsa, (f(x,): n € N) dizisinin f(x)
noktasina yakinsadigini gosterin.

Coziim. V, f(z) noktasiin bir komsulugu olsun. O zaman f~[V], x noktasmm
bir komgulugudur. (z,: n € N) dizisi, x’e yakinsadigindan, 6yle bir M vardir ki

n>M = x,¢c f V]
olur. Ayrica
vo € f[THV] = flza) €V

olur. O zaman
n>M = f(z,) €V

olur. Oyleyse (f(w,): n € N) dizisi, f(r) noktasina yakimsar.

Soru 4. f: R — R ve f(0) = 0 olsun. Eger 0’a yakinsayan her (z,: n € N) dizisi
icin (f(z,): n € N) dizisi 0’a yakinsarsa, f’nin 0’da sirekli oldugunu gosterin.

Coziim. V, 0’ bir komsulugu olsun; f~![V] énimgesinin 0'in bir komsgulugu ol-
dugunu gostermek istiyoruz. Komsuluk degilse, her n i¢in (=1/n,1/n) ~ f71[V]
bos degildir. Bu durumda

we(G)

olsun. O halde (a,: n € N), 0’a yakinsar, ama her n igin f(x,) ¢ V, dolayisiyla
(f(an): n € N), 0’a yakinsamaz.

Uyari. f~[V] 6nimgesinin 0'in bir komgulugu oldugunu nasil dogrudan kanitlanir
bilmiyorum.



Soru 5. A, yogun ve sayilamaz tamswraly bir kiime olsun. R’deki gibi A ’min aralik-
lar1 vardur, ve A’nin acik araliklar:, bir topolojiyi tretir. 0 € A olsun, ama 0, A’mn
en biyik elemany olmasin. Ayrica (0,00) araliginin her sayilabilen altkiimesinin
0°dan biyik alt sinury olsun. Hangi diziler b’ye [yani 0’a/ yakinsar?

Coziim. Her (a,: n € N) dizisi i¢in, {n € N: a,, > 0} kiimesi sayilabildiginden, bu
kiimenin 0’dan biiyiik b alt sinir1 vardir. Ama (—oo, b) araligi, 0'in komgulugudur.
O zaman dizi 0’a yakinsarsa, bir M i¢in

n>M — a, <0
olur. Zamanla sabitlegsen diziler yakinsar; bagka ornekleri bilmiyoruz.

Uyar. Simavdayken dedigim gibi son satirda b, 0 olmali. Bu soruyu yazarken bagka
bir hata yapmigim. Soru [0, 00| araliginda hangi diziler 0’a yakinsar? olacakti. O
halde cevap, 0’a zamanla sabitlesen diziler olur.

Bonus. Soru g7%in tersi genelde yanlistir. Yani Soru 4 te, R’nin yerine baska bir
uzay konulursa, soru yanls olabilir. Bunu gdsterin.

Coziim. Soru 5'teki gibi, dyle bir uzay vardir ki sadece zamanla sabitlegen diziler
yakinsar. Bagka bir 6rnek i¢in, uzayin acik kiimeleri, sadece tiimleyenleri sayilabilen
olan kiimeler (veya @) olsun. (Uzayin kendisi, sayilamaz olmali.) Bu uzayda a # b

olsun ve
a eger r = a ise
f(l') { Y g Y

b, eger x # a ise

olsun. O zaman f siirekli degil (¢iinkii @ noktasmin {b}¢ komsgulugunun 6nim-
gesi, {a} olur), ama (z,: n € N), a’ya zamanla sabitlegirse (f(x,): n € N), b’ye
sabitlegir.



