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1 Tanim. B, bog olmayan bir kiime olsun, ve + ile -, B iizerinde 2-
konumlu iglemler olsun. Eger (B, +,-) yapisi

r+y=y+uz, r(y +2) = zy + vz,
r+y+z)=(+y) +2 (x+y)z=r2+yz,
x(yz) = (vy)z, 2=z

esitliklerini ve
rt+y=r+z—oy==z

gerektirmesini saglarsa, o zaman (B, +, -) yapisina Boole halkasi denir.

2 Ornek. w, kiime kurameisiin dogal sayilar kiimesi olsun:
w=1{0,1,2,...}.

Z(w) kuvvet kiimesi tizerinde

XAY=(XY)U(Y~X)



olsun. O zaman (Z(w), A,N) yapisi, bir Boole halkasidir. Burada
XUY=XaYa(Xny), XY =Xa(XNY).
Simdi

P ={X C w: X sonlu},
H={X Cw: X sonluV w \ X sonlu}

olsun. Bu kiimeler, #(w) halkasinin alt halkalaridir, yani bog olmazlar
ve A ile N iglemleri altinda kapalidirlar.

3 Uyar1. Eger B, (w) halkasinin alt halkasiysa, o zaman B, w tizerinde
bir topolojinin bir tabanidir, ¢linkii B’nin her iki elemaninin kesigimi
zaten B’dedir.

4 Ornek. Onermeler mantiginda, eger F ile G formiillerinin dogruluk
tablolari, birbirine ayniysa, F' ile G birbirine esit olarak sayilabilir, ve
F = G yazlabilir. Mesela

(PAQ)=(-PV-Q).
O zaman 6nerme formiilleri kiimesi iizerinde
(F,G) = ~(F < G), (F,G)— (FAG)
igslemleri vardir, ve iglemler altinda, formiiller kiimesi bir Boole halkasidir.

5 Ornek. T, birinci basamak teori olsun [1], n bir dogal say1 olsun, ve
T’nin imzasmda ¢ ile v, n-konumlu formiiller olsun [g]. Eger T’nin her
9t modelinde ¢'nin yorumu ¢™ ve v'nin yorumu ™ birbirine esit ise ¢
ile v, T’ye gore birbirine denktir, ve ¢ ~ 1 ifadesini yazabiliriz. O halde
o ~ 1 ve Py ~ ¢ ise

0o V o ~ p1 Vi, wo N bo ~ 1 A1, =P ~ TP

Simdi S,,(T), n-konumlu formiillerin denklik siiflar1 kiimesi olsun. Oner-
meler mantigindaki gibi S,,(T"), bir Boole halkasidir.?

*Bu halkaya, T’nin bir Lindenbaum halkas:1 denebilir. Kitaplarda Lindenbaum
cebir terimi bulunur.



6 Teorem. Her (B,+,-) Boole halkast
Ty = yx, 2r+y=y

esitliklerini saglar. Oyleyse (B,+, ) degismeli, karakteristigi 2 olan bir
halkadur, ve 6zel olarak (B, +), degismeli bir gruptur.

Kanst. Bir Boole halkasinda
c+y=@+y’=2+ay+yr+y’ =z +ay+yz+y.
Dolayisiyla « +y + z = 2y + yx +  + y + 2, ve ondan sonra
Z2=2Y +yr+ z.
O zaman 27 +y = (22 +y)? = 422 + 22y + 2yx + y* = 42 + y ve bundan
y=2x+y.
Son olarak yx + z = 2zy +yxr+ 2 = vy + 2y +yr + 2 = ry + z ve bundan
yr = xy. O

7 Tanmim. Bir Boole halkasinin toplamaya gore birimi O olarak yazilir,
vani 2z = 0. Halkanin ¢arpmaya gore birimi varsa 1 olarak yazilir.

8 Ornek. (Numarasi 2 olan rnege bakin.) Z2(w) ve H Boole halkast
birimlidir, ve bunlarda

0=9, 1=w, 1+ X =w~ X.
Ama P, birimli degildir.

9 Uyari. Bir Boole halkasinin her elemaninin toplamaya gore tersi, ken-
disidir, yani —x = .

10 Tamim. Bir Boole halkasinda

e 1 < y demek zy = x demek olsun,
e zVy=2x+y+zyolsun; (z,y) — x Vy iglemi, bitigmedir.>

2Ingilizcesi joining.



11 Ornek. Z(w)’da X <Y demek X C Y demektir, ve X VY eleman
X UYdir.

12 Ornek. Onermeler mantiginda F' < G ancak ve ancak F, G formii-
liinti gerektirir; ve F'V G, formiillerin tikel-evetlemesidir.

13 Ornek. S, (T)’de ¢ < % demek T F VZ (¢ — 1)) demektir.

14 Teorem. Her Boole halkasi, < bagintist tarafindan kismi siralanar.
Ayrica

z<xVy, y<zVy, r<zANy<z—=xVy<z,
Ty < T, Ty <Y, z<TNz<yYy— z2< Ty,

ve 0 < x, ve 1 varsa, r < 1.

Kamat. Bagimtisinin kismi siralamalar 6zelligi vardir:

1. 2 < z ¢linkii 22 = z.
2. x < yvey < xisex =y ¢iinkl bu durumda zy = z ve zy = yr = y.
3. x <yvey< zise z < z ¢iinkii bu durumda zz = zyz = zy = x.

Kalan 6zellikler o kadar kolaydir. Mesela z < x V y ¢linkii
r-(x+y+ay) =2 +ry+a’y =+ 2y =21 O

15 Tanim. Birimli (B, +,-) Boole halkasi, 4, -, ve  — x + 1 iglemleri
altinda bir Boole cebiridir. Cogunlukla bir Boole cebirinde - iglemi A
olarak yazilir, ve x — x + 1 iglemi, x — —x olarak yazilir.

16 Uyari. Bir Boole cebirinde
z+y=(xVy) A=(zAy)

esitligi saglanir. Oyleyse birimli Boole halkalar1 ve Boole cebirleri, birbi-
riyle aym seydir.

17 Tanim. Bir Boole halkasinin bir altgrubu, halkanin elemanlariyla
carpma altinda kapaliysa, bu altgrup bir idealdir. Bir ideal, tiim halka
degilse, 6z idealdir. Bir [ ideali,

zye€lisexelveyayel

gerektirmesini saglarsa, asal idealdir. Bir 6z ideal, daha biiyiik 6z ideal
tarafindan kapsanmazsa, maksimal idealdir.



18 Teorem. Bir Boole halkasinin bos olmayan I altkiimesi bir idealdir
ancak ve ancak

zelveyelwsex+yel,
zelvey<axiseyel.

19 Teorem. Bir Boole halkasinin bos olmayan I altkiimesi bir idealdir
ancak ve ancak

zelveyelisexVyel,
zelvey<Laxiseyel.

20 Teorem. I, bir Boole halkasinan bir ideali olsun. Asagidaki kosullar
birbirine denktir.

1. I maksimal.
2. I asal.
3. 2y=0isexeclIVyel.

Kanat. (1)=(2). I maksimal, zy € I, ve x ¢ I olsun. O zaman
{w:Fz(zelnw<z+2)}

kiimesi, tiim halka olmali ¢linkii I’dan biiyiik bir idealdir. O zaman I'nin
z elemani vardir ki
y<x+ 2.

O halde y = y? < y(z + 2) = yx + yz, ve bu, I'dadur.
(2)=(3). Apagiktir ¢iinkii her ideal, 01 igerir.

(3)=(1). J, I'dan biiytk bir ideal olsun, ve z € J \ I olsun. O zaman
halkanin her y elemani i¢in

z(y +xy) =0, y<z+y+ay.

Oyleyse y + xy € I ise y € J. O zaman (3) dogru ise, J tiim halkadir, ve
I maksimaldir. O

21 Tanim. B, bir Boole halkasiysa ve A C B ise (A) veya (A)p, B’nin
A kiimesini kapsayan en kiiciik idealidir. Ayrica b € B ise (b) = ({b}).



22 Ornek. w'nm her n elemant igin (w \ {n})p, ideali, P, halkasi-
nin maksimal bir idealidir. Ayrica bu halkanin her maksimal ideali, bu
bi¢imindedir.

23 Ornek. P, H halkasmim maksimal bir idealidir. Simdi n € w ise
P, = (w ~ {n})g olsun. O zaman P, de, H halkasinin maksimal bir
idealidir. Bu halkanin her maksimal ideali, ya P, ya da P,, bigimindedir.

24 Tamim. Her B Boole halkasi igin S(B), B’nin maksimal idealler kii-
mesi olsun. B’nin her x elemani igin

[x] ={P €S(B): z ¢ P}
olsun.

25 Teorem. Her B Boole halkast i¢in x — [z] gondermesi, B halkasin-
dan P(S(B)) halkasina giden bire bir homomorfizimdir. Ayrica

Kanat. 1k olarak [z +y] = [z] +[y], yani B’nin her P maksimal ideal i¢in
r+y¢P < (rePAy¢gP)V(x¢PAyeP),
¢linkii her {z,y,x + y} tclisi i¢in

e zy(x 4+ y) =0, o zaman tcliiden en az biri P’dedir;
e dlicliiden her ikisinin toplami, tigiinciidiir;
e ilicliiden ikisi P’deyse, toplami da P’dedir.

Simdi [xy] = [z] N [y], yani her P i¢in
2y¢ P < x¢ PANy¢ P,
clinkii P asaldir. Oyleyse 2 ~ [x] bir homomorfizimdir.

Simdi z # 0 olsun. O zaman [z] kiimesinin bos olmadigin1 gosterecegiz.
I = {y: zy = 0} olsun. O zaman I, B’nin bir 6z idealdir. Zorn’un On-
savina gore B’nin I’y1 kapsayan bir P maksimal ideali vardir. O zaman



P € [z], yani x ¢ P, ¢iinkii « € P ise, her y i¢in

xy € P,
z-(y+azy) =0,
y+ayel,

Yy =y +ry+ 2y,
yePp,

yani P = B, ve bu, bir celigki olurdu.

Son olarak P € S(B) ise B\ P’nin z elemani vardir, ve P € [z]. Oyleyse
S(B) = Useplz]- s

26 Sonug. Her B Boole halkas i¢in S(B) kiimesinin [x] altkiimeleri, bir
topolojinin bir tabanini olusturur.

27 Tamim. Her B Boole halkasi i¢in S(B) {izerinde {[z]: € B} tarafin-
dan tiretilen topoloji, Stone topolojisidir, ve bu topolojiyle donatilmig
S(B) topolojik uzay1, B’nin Stone uzayidir [4].

28 Ornek. S(H) = {P,: n € w}U{Px}, ve X € P, ise
[X]={P,:ne X}, [wNX]={P,:necw~X}U{Px}.
Ozel olarak {P,} = [{n}], ama P.,, H uzaymm yigilma noktasidir.

29 Tamim. Birimli Boole halkasinin F' altkiimesi igin, eger {—z: = € F'}
bir ideal ise, o zaman F bir filtredir. Ideal maksimal ise, filtre bir ultra
filtredir.

30 Uyari. Bir Boole cebirinin bog olmayan F' altkiimesi bir filtre ancak
ve ancak

reFveyeFisexAye€F,
reFvexr<Lyiseye F.

Bir F filtresi bir ultra filtredir ancak ve ancak cebirin her x i¢in ya = ya
da —z, F’de bulunur. Bazen bir Stone uzaymnin elemanlari, ultra filtreler
olarak diigiiniiliir.



31 Ornek. Herhangi topolojik bir uzayda, bir elemanm komsuluklari,
bir filtre olusturur.

32 Ornek. F, #(Q) kuvvet kiimesinin bir ultra filtresi olsun. O zaman
agagidaki onermelerden biri ve sadece biri dogrudur.

1. F’nin her sonlu altkiimesinin kesigiminin tist siir1 yoktur.
2. F’nin her sonlu altkiimesinin kesigiminin alt sinir1 yoktur.
3. Tek bir a gercel sayisi i¢in
e yaa € Qve {a} € F, dolaywsiyla (| F = {a} olur,
e yada (| F = @, ama «, F’nin her elemanimin yigilma nokta-
sidir.

33 Teorem. Her Boole halkasinan Stone uzayr Hausdorfftur, ve her [z]
altkiimesi, hem ac¢ik hem kapalidar.

Kamt. P ile @, uzayin degisik elemanlari olsun. O zaman P\ Q ve Q~\ P
farklar1 bog olmaz. Elemanlar: sirasiyla  ve y olsun. O zaman

P ¢ [z], Q € [x], Q ¢ [y, P eyl

Ozel olarak [z], @'nin acik komsulugudur, ve [y], P'nin acik komsulugu-
dur. Fakat [z] N [y] bog olmayabilir. Aslinda y + 2y € Q ve y +ay ¢ P
(¢linkt zy € PN Q). Yani

Q ¢ [y +zyl, P e ly+axyl

Ayrica z(y + xy) = 0 dolaysiyla [2] N [y 4+ zy] = @. Oyleyse S(B) uzay
Hausdorfftur.

Burada P’nin 2’i icermesini kullanmadik. Oyleyse ¢ Q, P+ Q, ve
y € QNP ise

P e [y +zyl, [y +zy] C [z]°

O zaman [z]°, her noktasinin komgulugudur,3 yani bu kiime agiktir (ve
kapalidir), ve [z] kiimesi kapaldir (ve agiktir). O

3Burada c, complement (yani ‘timleyen’) igindir.



34 Uyari. Hausdorff topolojik bir uzayin, elemanlar1 kapali da olan bir
tabani varsa, uzay tamamen kopuktur,® yani her iki degisik p ile ¢ nok-
talar: igin, p’nin ¢’yii igermeyen hem agik hem kapali komgulugu vardir.
Ters yanlig olabilir. Mesela sonsuz bir X uzayin topolojisi

{VeZ(X):pqggVIU{VeZX): XV sonlu}

olsun. Bu topoloji tamamen kopuktur, ama p veya ¢’niin her komsulugu,
tiimleyeni sonlu olan bir kiimedir, dolayisiyla iki komgulugun kesigimi
bog degildir. Fakat her tik1z ve tamamen kopuk uzay Hausdorfftur, ve
elemanlar1 kapali da olan bir tabani vardir.

35 Teorem. Her birimli Boole halkasinin Stone uzayr tikizdar.

Kamit. A, birimli Boole halkasimin altkiimesi olsun. A’nin her sonlu Ag
altkiimesi i¢in

) =] #2

rE€Ap

varsayilsin. O zaman halkanin Ag’y1 kapsayan bir 6z ideali vardir. Halka
birimli oldugundan 3 Ay # 1.5 Bundan halkanin A’y1 kapsan bir 6z ideali
vardir. Zorn’un Onsavina gore A’y1 kapsan maksimal bir ideal vardir, yani

[z # 2.

z€A
Oyleyse birimli Boole halkasinin Stone uzay: tikizdir. O

36 Ornek. S(P,,) tikiz degildir, ¢iinkii Niew {E} = @, ama her n igin
Nienl{k}]® # @. Ama S(H) tikizdir.

37 Ornek. Simdi P,y = {X € w x w: X sonlu} olsun, ve Ho,
P(w x w) cebirinin en kiigiik alt cebiri ki

hd P(oo,oo) - H2a ve
e w’nin her n eleman: i¢in {n} x w € Hy ve w x {n} € Ha.

4ingilizcesi totally disconnected [2, sayfa 111, Alistirma 9.9].
5Yani Ag = {z0,...,Tn—1}ise zo + -+ zpn—1 # 0.



O zaman P ), Hz halkasinin bir maksimal idealidir, ve halkanin bagka
maksimal ideallerinin tamimlari, agagidadir. w X w’nin her (k, m) eleman:
icin
P(k,m) = {X € Hy: (k,m) ¢ X},
Plocy = {X € Hy: X N{k} x w sonlu},
Ploom)y = {X € Ha: X Nw x {m} sonlu}.
O zaman
S(Hg)/ = S(HQ) N {P(k,m)5 (k,m) € w X w},
S(H2)" = {Poc,00) }-

38 Tamim. Her T topolojik uzay igin B(7T'), T’nin hem agik hem kapal
altklimeler kiimesi olsun.

39 Teorem. Her birimli B Boole halkasi x — [x] gondermesi altinda
B(S(B)) halkasina izomorftur.

Kanat. B(S(B))’nin £ (S(B))’nin birimli Boole althalkas: oldugu apagik-
tir. Simdi F' € B(S(B)) olsun. F’nin agik oldugundan B’nin bir A alt-
kiimesi i¢in F' = (J, 4[7]. I kapal oldugundan tikizdir. O zaman A'nin
sonlu bir {zg,...,z,_1} altkiimesi i¢in

F=lx]U- - Ulzp_1]=[zo V- Vax,_1].
Oyleyse x ~ [x] géndermesi B(S(B)) halkasi 6rtiir. O
40 Tanim. Her T topolojik uzay1 i¢in, T’nin her p noktasi igin
[Pl ={F €B(TI"): p ¢ F}
olsun.
41 Teorem. T uzayr, tikiz ve tamamen kopuk olsun. O zaman

e T’nin her p noktast i¢in, [p| € S(B(T));
o T, p — [p] gondermesi altinda S(B(T')) uzayina topolojik olarak
denktir.”

Kamat. Aligtirma. O

SBir T uzaymn yigilma noktalar: kiimesi, 7 olur.
7Yani homeomorfiktir |2, sayfa 83].

10
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