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1 Giris

Analitik Geometri, cebirsel yontemleri kullanan geometri-
dir. Bu yontemler, bir orantilar kuramina baghdir. Bu ku-
ramda
1) orantililik bagintisi, bir denklik bagintisidir;
2) Thales Teoremi dogrudur.
Bu notlarda

e orantililik kuramini, Desargues Teoremi’'nden;

e Desargues Teoremi'ni, Pappus Teoremi’nden;

e Pappus Teoremi’ni, Oklid’in Ogeler’inin 1. kitabmndan
elde edecegiz.

Geometrik tanimlarindan birine gore bir elips, iki verilen
odak noktasindan uzakliklarinin toplami ayni olan noktala-
rin bir yeridir. Analitik geometride, bir a ve bir b i¢in, elipsi
tanimlayan kogul iki degiskeni olan

cebirsel denklemi tarafindan ifade edilebilir.

Cebirsel bir denklemde degigkenlerin ve sabitlerin degerleri,
gercel sayilarin olusturdugu R gibi bir cistmden gelir. Bir ci-
simde iki elemanin toplam: ve c¢arpime: vardir. Toplama ve
¢arpma islemine geometrik bir tanimi verecegiz.



2 QOrantilar

2.1 Thales Teoremi

Oklid’in  Ogeler’inin birinci kitabinda toplamanm geometrik
anlami vardir, ama ¢arpma kavram yoktur [8; 9, 10].

La Géometrie adli kitabinda Descartes, gercel sayilarin garp-
masina geometrik bir anlami verir |6, 7]. Bunun i¢gin Thales
Teoremi’ni kullanir [19]. Bu teoreme gore eger Sekil 1’deki
gibi bir OAB ii¢geninin O A kenarinda C' ve OB kenarinda D

oturursa, o zaman
AB || CD@OT&:O?::O?:O?.

Burada
) 0—121, O?, @, ve O?, yonlii dogru parcgasidir;

P
° OA:O? ve O?:O?, sayfa 14’te tanimlayacagimiz gekilde
orandar;

° O—1>4 : O? - O? : O?, orantidir.

Iki farkl yonlii dogru parcasi cizilebilir ve birbirine esit olabi-
lir. Iki yonlii dogru parcasinimn orami olabilir, ama soyut bir sey
oldugundan bir oranin kendisi ¢izilemez. Bundan dolay1 bir
orantiya gore iki oran birbirine esit degil, birbiriyle aynidar.
Bununla birlikte bir orantida :: isaretinde = igareti kullanila-
bilir.
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Sekil 1: Thales Teoremi

Thales Teoremi, Ogeler’in altinci kitabinm ikinei énermesi-
dir. Onermeyi gostermek icin Oklid, besinci kitapta bulunan
orantilar kuramini kullanir. Bu kuram, uzunluklarin Arsimet
ozelligini varsayir. Bu 6zellige gore iki uzunlugun daha kiigii-
gliniin bir kati, daha biiyiligiinden daha biiyiiktiir.

Porzitif gercel sayilarin da Arsimet 6zelligi vardir. Ayrica iki
pozitif gergel sayinin boliimii vardir, ve bu béliim, pozitif gergel
bir sayidir. Oklid’de iki uzunlugun orani vardir, ve bu oran,
pozitif gergel bir say1 olarak anlagilabilir.

Aslinda analitik geometri yapmak icin, Argimet oOzelligine
ihtiyacimiz yoktur. Ayrica oranlar negatif olabilir. Orantilarin
tanyma olarak Thales Teoremi’ni varsayabiliriz. Bu durumda
orantililik bagintisinin gegisli oldugunu gostermek zorundayiz.
Bunun i¢in, Pappus Teoremi’ni ve Desargues Teoremi’ni kul-
lanacagiz.



2.2 Analik geometride bazi tarihler

M.O. 585'te Thales'in 6nceden sdyledigi giines tutulmasi [12,
L.74], [11].

M.S. 4. yiizyihnda Pappus Teoremi yaymlamr [17, 18|.
1637'de Descartes’in La Géometrie’si yaynlanir.

1640'ta Pascal, Pappus Teoremi’nin bir genellegtirmesini ve-
rir |3, 21].

1648'de Desargues Teoremi yayinlanir [5].

18g9’'da Hilbert, Pappus ve Desargues Teoremi'nin analitik
geometri yapmak igin yettigini gosterir [14].

1905'te Hessenberg, Pappus Teoremi'nden Desargues Teore-
mi'ni kanmitlar [13]. Simdi Hilbert, Hessenberg’in kani-
ti kullanabilir [15]. Ikisi, Pappus Teoremi’ne Pascal Te-
oremi’ni der.

1957'de Artin, Pappus ve Desargues Teoremi'nin analitik ge-
ometri i¢in yettigini Hilbert’inkinden (ve bizimkinden)
bagka bir gekilde gosterir [2].

2.3 Desargues Teoremi: Bildirme

Uc tane AD, BE, ve C'F dogrusu Sekil 2’deki gibi
(a) ya birbirine paralel olsun,
(b) ya da O noktasinda kesigsin.

Ayrica

AB | DE, AC | DF (1)



Sekil 2: Desargues Teoremi

olsun. Desargues Teoremi’ne gore
BC'|| EF.

Bu teoremin birinci, “parallel” durumunu elde etmek icin, Ok-
lid’in Ogeler’inin birinci kitabindan Onermeler 34 ve 30, bi-
rinci ortak kavram, ve Onerme 33 yeter.

2.4 Pappus Teoremi: Bildirme ve Gosterme

Desargues Teoremi'nin ikinci durumunu gostermek igin, Sekil
3 veya 4’teki gibi A noktasi EF’de, D noktast BC’de olsun,
ve tekrar (1)’deki gibi AB || DE ve AC' || DF olsun. Pappus
Teoremi’ne gore

BF || CE. (2)

Bunu kanitlamak i¢in Sekil 4’teki gibi AD, BE, ve C'F ¢izilsin.
Oklid’in Onerme 37’sine gére AB || DE oldugundan

ABD = ABE.



Sekil 3: Pappus Teoremi

Sekil 4: Pappus Teoremi'nin diizenlemesi



Ikinci ortak kavrama gore
FBDA= AFB+ ABD = AFB + ABE = FBE.  (3)
Benzer sekilde F'D || AC oldugundan

FDA = FDC,
FBDA=FBD+ FDA=FBD+ FDC = FBC.  (4)

Simdi (3) ve (4)’ten
FBE = FBC.

Onerme 39’a gore (2)’deki gibi BF || CE.
Pappus’un Teoremi’'nde iki dogru ve bir altigen vardir, ve
e altigenin kenarlarindan her biri dogrularin birinden di-
gerine gecer,
e iki durumda altigenin karsit kenarlari birbirine paralel-
dir.
Sonug olarak iigiincii durumda da karsit kenerlar paralellerdir.
Sekiller 3 ve 4’te altigen ABFDEC olur.

2.5 Desargues Teoremi: Gosterme

Simdi AD, BE, ve C'F’nin ortak noktasi O olsun; ayrica AB ||
DE ve AC || DF olsun. Iki durum vardir.

(a) Eger Sekil 5’teki gibi BACO bir paralelkenar degilse, o
zaman OB}t AC varsayilabilir. Bu durumda LM || OB
ve D € LM olsun. Pappus Teoremi ile

e ONDLAB altigeninde ON || AL,
e ONMLCB altigeninde BC' || M N,
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Sekil 5: Desargues i¢in Hessenberg’in kaniti

e ONMDFE altigeninde EF || MN.
Paralellik gegisli oldugundan BC' || E'F.

(b) Eger Sekil 6’da gibi BACO bir paralelkenar ise, o zaman
ABCO bir paralelkenar degildir. Bu durumda O B’de bir
G icin FG || CB. 1k durumdan DG || AB, dolayisiyla
G ve E noktasi aynidir.

Desargues Teoremi'nin ikinci durumu kanitlanmistar.
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Sekil 6: Hessenberg’in kanitinin 2. durumu
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3 Vektorler ve oranlari

3.1 Vektorler Grubu

Oklid’de dogru parcalarin esitligi bir denklik bagimtisidir. Ozel-
likle birinci ortak kavrama gore egitlik gecislidir. Esitlige gore
bir dogru parcasinin denklik sinifi, onun uzunlugu olarak an-
lagilabilir.

Eger her dogru kendisine paralel ise, o zaman Onerme 30’a
gore paralellik de bir denklik bagintisidir.

Desargues Teoremi'nin ilk durumu sayesinde yonlii dogru
parcalarinin, agagidaki kosullar1 saglayan esitlik bagintisi var-
dir, ve bu bagint1 bir denklik bagintisidir.

1. Herhangi ABDC' paralelkenari igin

AB = CD.

2. Herhangi E yonlii dogru pargast ve C noktasi i¢in, bir
ve tek bir D noktas i¢in,

AB = CD.

Esitlige gore yonlii bir dogru parcasinin denklik simifi, bir vek-
tordiir. .
Bir vektor daha vardir. AA’nin yonlii dogru pargasi olmadigi

halde her durumda .
AA = BB

12



—
olsun, ve her AA’nin temsil ettigi vektor,
0

olsun. Ayrica tanima gore

AB + BC = AC,

~AB = BA

olsun. Bu tamimlar, vektorlere gecer, ve herhangi a, b, ve ¢
vektorii igin

(a+b)+c=a+(b+c),
b+a=a+b,
a+0=a,
a+ (—a) =0.

Boylece vektorler V' kiimesini olugturdugunda (V,+, —, 0) bir
abelyan gruptur.

@ = 1@ oldugunda
A+CD=B
olsun. jﬁ bir a vektoriinii temsil ettiginde
A+a=B
olsun. O zaman her durumda
A+ (b+c)=(A+b)+c

Bu sekilde vektorler grubu, diizlemi etki eder. Kisaca
e iki vektoriin toplami vardir;
e bir nokta ve bir vektoriin toplami vardir;
e iki noktanin toplami yoktur.

13



3.2 Oranlar Cismi

Iki paralel yonlii dogru parcasinin orani vardir, ve ayrica on-
larin temsil ettigi vektorlerin ayni orami vardir. Desargues Te-
oremi’'nin ikinci durumu sayesinde bir oran, asagidaki kosullar
saglayan bir denklik siifi olarak tanimlanabilir.

1. Thales Teoremi dogrudur.

—
2. Herhangi OA:O? orani ve O? yonlii dogru pargasi igin,
bir ve tek bir D noktasi i¢in,

OTK:O?::O?:O?.

—
Burada eger O A bir a vektoriinii ve O@ bir b vektoriinii temsil
ederse, o zaman OA : O? orani

a:b

olarak yazilabilir. Ayrica O : a orami vardir. Her durumda bu
oran aynidir ve

0

olarak yazilabilir. Simdi tanima gore

a:c+b:c=(a+bd):c,
—a:b=—(a:b),
(a:b)-(b:c)=a:c,
b£A0=b:a=(a:b)"
a:a=1

olsun. Pappus Teoremi sayesinde

(a:b)-(c:d)::(c:d)-(a:b),

14



B

Sekil 7: Oranlar ¢arpmasinin degigmeliligi

¢linkii Qekil 7’de eger
AD || BF, BC' || ED
ise, o zaman Thales Teoremi'nden
OA:0B::0D:0F,  OB:0L::0C:0D,
ve ayrica Pappus Teoremi'nden
AC || EF,

dolayisiyla
OA:0F::0C: 0P,
ve sonug olarak
0—1210?0?0?(0?0?)(0?0?)

Boylece oranlar K kiimesini olusturdugunda

15



e (K,+,—,0) bir abelyan gruptur,

e (K~ {0}, -,7' 1) bir abelyan gruptur,

e K’de herhangi a, b, ve ¢ orani i¢in

a-(b+c)=a-b+a-c.
Bundan dolay1 (K, -,+, —,1,0) bir cisimdir.
Ornegin

o kesirli sayir Q,

e gergel sayilar R,
cismini olusturur. Tamsayilar bir cismi olusturmaz, ama her p
asal sayis1 i¢in, p modiiliine gére tamsayilar I, cismi olustur.

Bu cisimde
14---+1=0, (5)

kisaca p = 0, olur. Bununla birlikte @ ve R’de her p i¢in (5)
yanhgtir. Sekillerimizde oranlar cismi R’dir. Kullanacagimaz
her oranlar cisminde 2 # 0 olur. (Diger durumda hig dogru

parcasinin orta noktasi yoktur; sayfa 21’deki Onerme 4’e ba-
kin.)

3.3 Menelaus ve Ceva

Onerme 1 (Menelaus Teoremi |20, H69-70]). Sekil 8'de
(AF: FB)-(BD:DC) - (CE: EA) = —1.
Kanat. Thales’ten
AP:FB:: AE:GB
(ﬁﬁ)(ﬁﬁ) O

16



Sekil 8: Menelaus Teoremi

Onerme 2 (Ceva Teoremi). Sekil g’da

(AE:FB)-(BD:DC)- (CE:EA) = 1.

Kanit. Menelaus Teoremi'nden

—(ﬁﬁ)(ﬁ@)(ﬁ@)
(BD:DC) :: (BG:GE) - (EA: AC).

17



D

Sekil g: Ceva Teoremi
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4 Koordinatlar

4.1 Noktalar

Eger A noktasi OB dogrusunda ise,
— —
(OA:0B)-0B = OA
olsun. O zaman herhangi a ve b orani ve herhangi ¢ ve d vek-
tori icin
a-(c+d)=a-c+a-d,
(a+b)-c=a-c+b-c,
a-(b-c)=(a-b)-c,
l-ec=c
Boylece vektorler grubu, oranlar cismi altinda bir vektor uza-

yidir. Ayrica OAB bir {iggen oldugunda herhangi P noktasi
i¢in, girdileri K’de olan bir ve tek bir (a, b) siral ikilisi

ﬁzﬂvO—zZH—y-O?

denklemini saglar. Aslinda eger Sekil 10’daki gibi P ne OA’da
ne OB’de ise, o zaman OA’da olan bir C' i¢in ve OB’de olan
bir D i¢in OCPD bir paralelkenardir, ve bu durumda

OP = 0C + 0D,

dolayisiyla

a:O?:O—IZL b:O?:O?.

19



O A C

Sekil 10: Kartezyan koordinatlar

Yukarida (O, A, B) siral tigliisii, bir kartezyan koordinat-
lar sistemini kurur. Eger

A=0+a B=0+b
ise, o zaman ayni sistem
(O, 0—121, O?) veya (O, a,b)

olarak yazilabilir. Bu sistemde (a,b)nin girdileri, P’nin kar-
tezyan koordinatlaridir, ve

P = (a,b)
esitligi yazilabilir.
Onerme 3. Bir kartezyan sisteme gore
A= (ai,az), B=(b,bs), C=(c1,c0), D= (dy,ds)
olsun. O zaman

Ezﬁﬁ(bl—al,bg—ag) :(dl—Cl,dg—Cg).

20



Onerme 4. Bir kartezyan sisteme gére
A= (ah&?)a B = (blabQ)

olsun. Eger oranlar cisminde 2 # 0 ise, O zaman AB dogru
parcasinin orta noktast vardir, ve bu noktanin koordinatlar:,

@1+bl a2+b2
2 72 ’

4.2 Dogrular

Bir P noktasinin bir C'D dogrusunda olmasi i¢in, bir oranin
OP=0C+t-CD

denklemini saglamasi, gerek ve yeter bir koguldur. (O, A, B)
sistemine gore

C= (01702), D = (d17d2)
olsun, yani
OC=c, - OA+c¢, OB, 0D =dy-OA+dy-OB

olsun. O zaman

OC +t-CD

—0C +1-(CO+OD)

—(1-1)-0C+t-0D
—(1—t)-(c1-OA+¢cy-OB) +1t-(dy-OA+dy - OB)
= ((1 = t)er + tdy) - O—1>4—|—((1—t02+td2) OB
(cl—l—tdl—cl)) OA+(CQ+td2—CQ> @

21



Boylece

OC+t-CD=x2-0OA+y-0B
sSr=c+td —c) Ny=co+t(dy— 2
sSrx—c=tld —c1))Ny—cy=t(dy — ¢y
(dy — co) (@ — 1) = t(dy — e1)(
‘:’{ul—cl)( — o) = t(dy — )

)
)
dy — ) A
dy — 02)

Sonug olarak bir noktanin C'D’de olmasi i¢in noktanin kartez-
yan koordinatlarinin

(dy —co)(x —c1) = (di — 1) (y — c2) (6)

denklemini saglamasi, gerek ve yeter bir koguldur. Ayni denk-
lem

(dg — CQ)ZL' + (Cl — dl)y + Cle — Cldg =0

bi¢iminde yazilabilir.
Tam tersine a ve b’den en az birinin 0’dan farkli oldugu
herhangi

ar +by+c=0 (7)

denkleminin bir (¢1, ¢p) ¢oziimii vardir. Bu durumda denklem
a(z —c1) = =by — c2)
bi¢iminde yazilabilir, dolayisiyla herhangi ¢ icin
(=bt + c1,at + c2)

noktasi (7)’'nin bir ¢éztimiidiir. Eger (dy,ds), (c1, o)’ den farkli
bir ¢6ziim ise, o zaman (7), (6) olarak yazlabilir.

22



Onerme 5. (7) ve dz + ey + f = 0 tarafindan tanvmlanmas
dogrularin paralel olmasi i¢in

ae = bd,
gerek ve yeter bir kosuldur.

Eger bir K cismi verilirse, o zaman K? kartezyan carpiminin
dogrulari, a ve b’den en az birinin 0’dan farkli olmak tizere
(7) gibi bir denklem tarafindan tanimlasin. O zaman Pappus
ve Desargues Teoremleri dogrudur, ve sayfa 14’teki gibi elde
edilen oranlar, K cismini olusturur.

4.3 Kareli denklemler
Bir kartezyan sistemde, koordinatlari
2?4yt =1
denklemini saglayan noktalar standart elipsi,
2 —yt=1
denklemini saglayan noktalar standart hiperbolii,
r =y’ (8)

denklemini saglayan noktalar standart parabolii olusturur.
Verilen egrilerin her biri, bir koniktir. Elips ve hiperbolden
her biri, merkezlidir, ve denklemi

P2yt =1

bigiminde yazilabilir; aslinda egrinin merkezi O’dur.
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Koniklerin adlar1 daha sonra agiklanacaktir.
Pergeli Apollonius’un tanimina gore, eger bir (O, A, B) sis-
teminde bir egrinin igerdigi her
—
O+z-OA+y-0OB
—
noktasi i¢in egri O +z - OA — y - O? noktasimi da igerirse, o
zaman OA egrinin bir diametresidir. Ornegin O A, standart

paraboliin bir diametresidir, Ayni sekilde hem O A hem de OB,
standart merkezli koniklerin diametresidir.

Onerme 6 (Apollonius [1, 1.50]). Herhangi (O, A, B) siste-
minde standart merkezli bir conigin merkezinden gecen her
dogru bir diametredir. Ashinda ejer konik, koordinatlar: (a,b)
olan bir C' noktasim icerirse, o zaman D ’nin koordinatlar:-
nin (b, Fa) oldugu (O, C, D) sisteminin standart merkezli bir
conigi aynidor.

Kanat. Sekil 11’e bakin. Varsayimma gore a? +£ 0% =1 ve

OC=a-0A+b-0B,
OD=b-OAFa-OB.

OP=s-0C+t-0D

Simdi

olsun. O zaman
ﬁ:s-(a-0_1>4+b~0?)+t~(b~071$a-0?)
:(s&+tb)-0—z>4+(sb$ta)-0?.
Ayrica

(sa +tb)? £ (sb F ta)?
=% (a® £0*) + 2 (b £ a?)
= s* + 1. O

24



(a) Elips

(b) Hiperbol

Sekil 11: Merkezli konikler

25



Sekil 12: Parabol

Onerme 7 (Apollonius [1, .49]). Bir (O, a,b) sisteminde
1) standart parabol, 0 olmayan hert orani i¢in
(O,t*-a,t-b)
sistemanin standart paraboli ile aynidair;
2) standart parabol,
(O+a+b,a,—2a —b)
sistemanin standart paraboli ile aynidair;

3) standart paraboliin diametrisine paralel olan her dogru
bir diametredir.

Kamit. 1. Sekil 12’ye bakin . . .

26



Sekil 13: Parabol

2. Jekil 13’e bakin. Orada
O+a=A, O+b=B,
ve ayrica
O+a+b="U, U+a=C, U—-2a—-b=D.

Eger

UP=s-UC+t-UD

ise, o zaman

27



dolayisiyla

OP = UD +0U
:(s—2w-5ﬁ—¢-5§+ii3+5§
—(s—2t+1)-0OA— (t - 1)OB.

Ayrica
s—2t+1—(t—1)?
—s—2+1—-t*+2t—1
=2t
3. ... U

Eger a, b, ve ¢ oranindan en az biri 0 degilse,
ar® +bry +cy® +drv+ey+ f =0
denkleminin bir konigi tanimladigini gosterecegiz.

Onerme 8. Katsayilari oran olan herhangi f(z,y) polinomu
icin bir (O, a, b) sisteminde

flz,y)=0
tarafindan tanmimlanmis egri,
1)

(O —c¢-a,a,b) sisteminde f(x +c,y) =0,
2) (O —c-b,a,b) sisteminde f(x,y+c) =0,

(@

(

3)

4) (O,a,c™ - b) sisteminde f(x,cy) =0

,c 1 a,b) sisteminde f(cx,y) =0,

28



tarafindan tanmimlanmas egri ile aynaidar.

Kanat.

O+z-a+y-b=0O—-c-a)+(r+c)-a+y-b
=O0O—-c-b)+z-a+(y+c)-b
=O+cx-(ct-a)+y-b
=O+z-a+cy-(c' b). O

Onermenin her parcasmin bagka bir bicimi vardir. Ornegin
e (O,a,b) ve (O+c-a,a,b) sisteminde sirasiyla

fl@+cy) =0, flz,y)=0
tarafindan tanimlanmig egriler birbiriyle aynidir;

e (O,a,b) ve (O, +c- a,b) sisteminde sirasiyla

flex,y) =0, flz,y)=0

tarafindan tanimlanmis egriler birbiriyle aynidir.
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5 Uzunluklar

30
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