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Ingilizce 0nsoz

These notes are a summary of a course in analytic geometry
given to first-year students in the mathematics department of
Mimar Sinan Fine Arts University, Istanbul, in the second—
the spring—semester of 2014-5.

The notes are divided into paragraphs, which are numbered
serially. Each paragraph is further labelled as a definition,
a remark, or a theorem. A few theorems are given explicit
proofs. Most proofs are omitted. These proofs may have been
given in class, or they may have been left as exercises. Other
exercises were given in class, but these are not included here.

The course aims to avoid two failings of contemporary pre-
sentations of analytic geometry: (1) the logical foundations of
the subject are not clear, and (2) conic sections are not ex-
plained as such. The first is a failure of honesty: honesty to
our students and ourselves about what we assume, and what
we can actually prove. The second is a failure to share the
liberating power of mathematics, replacing it with rote mem-
orization. If students are going to learn the parabola, hyper-
bola, and ellipse, they ought to know what the names really
mean.



Foundations

When Descartes invented analytic geometry, he had Ancient
Greek mathematics as a foundation. He did not draw two
perpendicular lines in a plane and use them to establish a
one-to-one correspondence between points in the plane and
ordered pairs of numbers. He did introduce the practice,
which we follow today, of naming lengths by minuscule Latin
letters: known lengths from the beginning of the alphabet,
and unknown lengths from the end. By introducing a unit
length, Descartes showed that lengths could be manipulated
algebraically—they could be added and multiplied—with full
geometric justification.

Students today will come to a course in analytic geome-
try with some knowledge of the ordered field of real numbers.
They can conceive this ordered field as an unbounded straight
line. An analytic geometry textbook will use pairs of real num-
bers to coordinatize a plane in the manner referred to above.
Then the book will give a rule for expressing the distance be-
tween two points of the plane so coordinatized. The rule will
be justified by a vague reference to the Pythagorean Theorem.

This justification is inadequate, if what is meant by the
Pythagorean Theorem is Proposition 47 of Book 1 of Euclid’s
Elements. This proposition is that the square on the hy-
potenuse of a right triangle is equal to the squares on the
two legs. This means the two small squares can be cut into
pieces and rearranged to form the large square. This process
has no obvious connection to adding the so-called “squares” of
two real numbers. We can make the connection in two ways.

1. We can develop the set of ordered pairs of real numbers

into an inner product space. Here we define the notions
of length and angle, and we prove that they have the



properties that we want.
2. Alternatively, we can use geometry to give an infinite
straight line the structure of an ordered field.
Following Descartes, we take the latter approach in the present
course. The students have already had a course in which they
themselves demonstrate, at the board, the contents of Book 1
of Euclid’s Elements. That book then is the logical foundation
of the notes below.
We need a theory of proportion, so that, after choosing a
unit length, we can define the product a - b of two lengths by

1:b::a:a-b.

Descartes presumably relies on the theory developed in Books
Vv and VI of the Elements. By this theory, in the figure, as-

E

suming DFE' || AC, then
BA:BD : BC: BE. (%)

In particular, if AB =1, BC = a, and BD = b, then we define
BE =a-b.

Euclid’s theory of proportion relies on the so-called Archi-
medean Axiom: that of any two lengths, some multiple of
either exceeds the other. (Moreover, some multiple of the dif-
ference of the lengths exceeds the greater.) David Hilbert de-
velops a theory of proportion without using this axiom. First



he defines multiplication as Descartes does; but he must as-
sume that angle ABC' is right. He proves commutativity and
associativity of multiplication by means of what he calls Pas-
cal’s Theorem, though it was known to Pappus of Alexandria.

Then he defines
a:b:c:d < ad=bc. (1)

I have preferred to proceed more historically, though without
using the Archimedean Axiom. I make (x) the definition of
proportion, assuming angle ABC' in the figure is right. It takes
some work to show that the same proportion holds, regardless
of the angle. Instead of Pascal’s or Pappus’s Theorem, our
main tool is Proposition 1.43 of the Elements and its converse
(here incorporated into Theorem 23 below). This gives us (),
but on the understanding that the product of two lengths is
an area. The product of three lengths is likewise a volume.
Ultimately, by defining a unit length like Descartes, we can
represent areas and volumes by lengths; but there seems to be
no need to do this until we do coordinatize the plane, and we
want to use an equation like

y=mx+0b

to define a straight line. (Even then, without defining a unit,
we could say m is a ratio, not a length.)

We make explicit that a length is a congruence-class of line
segments. For Euclid, our line segments are straight lines, and
congruence of them is equality. In general, the measure of
a magnitude can be understood as its equality-class. We do
not follow Archimedes in assuming that the circumference of
a circle has a ratio to its diameter. For us, 7t is just the double
of the measure of a right angle.



Conic sections

Many textbooks today tell you that the parabola, hyperbola,
and ellipse can be obtained by cutting a right cone with a
plane. But they define each of these curves by means of an
equation, or else they derive the equation from a focus and
directrix, and they usually do not bother to show you that the
property expressed by the equation can actually be proved for
the appropriate conic section. Hilbert and Cohn-Vossen prove
it beautifully, but using right cones only. Apollonius proves it
for arbitrary cones, and I take his approach here. I look at the
conic sections as soon as possible, because they are beautiful
in themselves, and because they show the power of analytic
geometry to encode beauty in equations. My approach then
asks the student to think in three dimensions near the begin-
ning of the course. But there is reason for it: to see how a
third dimension illuminates two.
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1 Orantilar

1.1 Denklik bagintilan

Tanim 1. Dogal sayilar, 1, 2, 3, . . . . Bunlar N kiimesini
olugturur:

N={1,2,3,...}.

(Bu ifadede “=" igareti aynilige gosterir, yani N ve {1,2,3,...}
ayni kiimedir.)

Soz 2. Ilkokuldan bildigimiz gibi iki dogal say1 toplanabilir ve
carpilabilir, ve dogal sayilar siralanir.

Tanim 3. Siral ikililer,
(a,b) =(z,y) < a=2 & b=y
ozelligini saglar. Tiim A ve B kiimeleri i¢in
AxB={(z,y):x€ A & y € B}.
Tanim 4. Bir A kiimesinin yansimali, simetrik, ve gecisli 2-
konumlu R bagmtisi, A kiimesinin denklik bagintisidir. A
kiimesinin b elemaninin R bagintisina gére denklik sinifi

veya R-sinifi,
{r € A: x Rb}

11



kiimesidir.* Bu denklik sinifi i¢in

[b]

kisaltmasi kullanilabilir (ama Teorem 5’ten sonra kullanilma-
yacak).

Teorem 5. R, A kiimesinin denklik bagintise olsun, ve b € A,
c € A olsun. O zaman

[b] =[] veya b N[c] = 2.
Tanim 6. N x N kiimesinin ~ bagintisi,
(k,0) = (z,y) < ky=Ilz
tanimini saglasin.
Teorem 7. N x N kiimesinin = bagintist, denklik bagintisidar.

Tanim 8. N x N kiimesinin (k, ) elemaninin ~-sinifi,

k
l

veya k/{ pozitif kesirli sayisidir. Pozitif kesirli sayilar,
Q+

kiimesini olugturur.

'Bu kiimeye “denklik sinifi” demek, bir gelenektir. Kiimeler kuraminda
her kiime bir siftir, ama her simf kiime degildir. Ornegin {z: « ¢ x}
simifi, kiime olamaz.

12 1 Orantilar



Teorem 9. Asagidaki esitlikler, Qb kiimesinin toplama ve
carpma islemleri i¢in 1yi tanymdir:

k ~m  kn+{Im k-m am
¢ n - tn ( n  in
Yani
kK m m
cr T
kn+{m  k'n' 4 0'm/ km — kK'm’
n on' o

Ayrica QF asagrdaki tanima gore siralanar:

E<@ <~ kn < fm.
14 n

1.2 Uzunluklar

Tanim 10. Oklid’deki gibi, normalde bir dogrunun u¢ nokta-
lar1 vardir. Oklid’in 4. Ortak Kavramindaki gibi cakisan dogru-
lar egittir. (Ozel olarak dogrular icin esitlik aynilik degildir.)

Teorem 11. Dogrularn esitligi, bir denklik bagintisidar.

Kanat. Oklid’in 1. Ortak Kavramina gore esitlik gecislidir. Ca-
kigmanin yansimaliligl ve simetrisi, agik olarak sayilabilir. [

Tanim 12. Bir dogrunun egitlik sinifi, dogrunun uzunlugu-
dur. Kiigiik a, b, ¢, . . . Latin harfleri uzunluk gosterecek. Eger
bir AB dogrusunun uzunlugu c ise

AB =c

ifadesini yazariz.?

?Bu uygulama Descartes’in 1637 Geometri kitabindan gelir.

1.2 Uzunluklar 13



Teorem 13. Iki uzunluk toplanabilir, ve bir kesirli say bir
uzunlugu cogaltabilir. Toplama degismeli ve birlesmelidir, ve
cogaltma toplama tizerine dagilir. Eger a < b ise

a+x=>
denklemi ¢ozilebilir.

Tanim 14. #, agagidaki gibi tanimlanan baginti olsun. AB,
CD, EF, ve GH dogrular: verilmig olsun. Baz1 K ve L nokta-
lar1 icin, eger CD = BK ve GH = FL ise, ve Sekil 1’deki
gibi ABK ve EFL fic¢genlerinde ZABK ve ZFFL dik ve

C D K G—H L
A B E F

Sekil 1: Bir bagint1

/BAK = ZFFEL ise, o zaman
(AB,CD) % (EF,GH)
olsun.

Teorem 15. #Z bagintis, bir denklik bagintisidir. Ayrica X
sadece dogrularin uzunluguna bagldir.

Tanim 16. Eger Teorem 15'teki gibi (AB,CD) % (EF,GH)
ise AB, CD, EF, ve GH dogrular1 orantihdir, ve

AB:CD :: FF : GH

14 1 Orantilar



orantisimi yazariz; ayrica AB = a, CD = b, EF = ¢, ve
GH = d ise

a:buc:d
ifadesini yazariz. Buradaki AB : CD ve a : b ifadeleri,
(AB,CD) ve (a,b) swrali ikililerinin denklik simfini gosterir;
bu sinif, bir orandir. Bu durumda “::” simgesi, oranlarin ay-
naligine gosterir. (Bundan sonra % kullanilmayacak.)

S6z 17. Simdi a : b :: ¢ : d orantisi, Jekil 2’deki gibi gosterile-

bilir.
A“ C

b d

Sekil 2: Orantililik

Teorem 18. Sekil g'te ABC' agist dik ise
C

A D B
Sekil 3: Paralellik ve orantililik

AB:BC: DB:BFE <= AC | DE.

1.2 Uzunluklar 15
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b d

Sekil 4: Toplama

8

a b

Sekil 5: Orta orantili

Teorem 19. a:b::a:c = b=c.

Teorem 20. a:b:c:d = a:b:atc:bEtd. (Sekil 4
bakin.)

Tanim 21. a: c:: c: bise c uzunluguna a ve b uzunluklarinin
orta orantilis1 denir.

Teorem 22. Her iki uzunlugun orta orantilisy vardr, yani her
a:x:x:b

orantisy ¢ozilebilir. (Sekil 5°e bakin.)

1.3 Alanlar

Teorem 23. Ayni genisligi ve yiiksekligi olan dikdortgenler
esittir. Sekil 6’da ABCD ve CEHK dikdortgenleri esittir an-
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A B F
Sekil 6: Dikdortgenlerin esitligi

cak ve ancak GC ve C'F bir dogrudadar.

Tanim 24. Bir dikdértgenin alani, onun esitlik sinifidir. Ge-
nigligi a ve yiiksekligi b olan dikdortgenin alani

a-b
veya ab ile gosterilir. Ayrica a - a alani

CL2

ile gosterilir.

Teorem 25. Uzunluklarin carpmas: degismelidir ve toplama
tizerine dagilir. Ayrica

ab=ac = b=c
Teorem 26. a:b::c:d <= ad = bc.
Teorem 27. a:b:c:d = a:c:b:d.
Teorem 28. ab=de & ac=df = b:c:e: f.

Teorem 29. a:b::d:e & b:ce: f = a:cud: f.

1.3 Alanlar 17



Tanim 30. c:d::b:eise
(a:b)&(c:d):a-:e,

ve a : e orani, a: b ve c: d oranlarinin bilegkesidir.
Teorem 31. a:b::c:dwvee: f:qg:h ise

(a:b)&(e: f):(c:d)&(g:h)
Teorem 32. (a:b) & (c:d) ::ac: bd.
Teorem 33. (a:0) & (c:d) ::(c:d)& (a:D).
Teorem 34. Her ab = cx denklemi ¢ozilebilir.

Tanim 35. a: b :: c:dise d uzunluguna a, b, ve ¢ uzunlukla-
rinin dordinci orantilis: denir.

Teorem 36. Her di¢ uzunlugun dordinci orantilisy vardar,
yani her
a:b:c:x

orantisy ¢ozilebilir.

Tanim 37. ab ve cd alanlar1 verilmig ise Teorem 34’e gore bir
e i¢in cd = ae. Bu durumda, tanima gore

ab:cd::a:e.

Teorem 28 sayesinde bu tanim iyidir, yani ab = fg ve cd = hk
iseab:cd:: fg: hk.

Teorem 38. ab:cd::ab:ef = cd=c¢ef.

Teorem 39. ab:cd::ef : gh = ab:ef :: cd: gh.

18 1 Orantilar



Teorem 40. ab:cd::ef : gh = ab:cd::ab+ef : cd+ gh.
Teorem 41. a:b:c:d < a?:b* 2 d%
Tanim 42. Acilar sirasiyla esit olan iiggenler benzerdir.

Teorem 43. Benzer fdiggenlerin kenarlar, orantilidir, yani
ABC ve DEF benzer ise

AB: BC :: DE : EF.

Teorem 44. Sekil 7’de ABC' herhangi ii¢gen olsun. O zaman
C

A D B
Sekil 7: Paralellik ve orantililik

AB:BC :: DB:BE < AC || DE.

1.3 Alanlar 19



> Koni kesitleri

2.1 Paraboller

Tanim 45. Bir daire ve ayni diizlemde olmayan bir nokta, bir
koniyi (k@vos “cam kozalagl”) belirtir. Daire, koninin taba-
nidir, ve nokta, koninin tepe noktasidir. Koninin yiizeyi,
tepe noktasindan tabanin sinirina giden dogrular tarafindan
olusturulur. Koninin tepe noktasindan tabanin merkezine gi-
den dogru, koninin eksenidir (dfwv “dingil”). Bu eksen, ko-
ninin tabanina dik ise, koninin kendisi diktir. Her koni i¢in,
ekseni iceren her diizlem, koniyi bir iiggende keser. Bu ii¢ggene
eksen ii¢ggeni denebilir.

S6z 46. Bir koni dik olmayabilir. Koninin eksen ti¢geninin ta-
bani, koninin tabaninin bir capidir.

Teorem 47. Bir koninin bir eksen ticgeni, Sekil 8’deki gibi
tabany BC olan ABC' iti¢geni olsun. Koninin tabanimin DE
kirist ¢izilsin, ve bu kiris, BC' ¢apina dik olsun. O zaman kiris,
cap tarafindan bir F' noktasinda ikiye bélindir, ve

DF? = BF - FC. (%)

Tanim 48. Teorem 47 durumunda D F kirigini igeren bir diiz-
lem, eksen tiggeninin AC' kenarini bir G noktasinda kessin. O
zaman bu diizlem, koninin yiizeyini Sekil g’daki gibi bir DGFE
egrisinde keser. Bu egriye koni kesiti denir. DE dogrusu, eg-
rinin bir kirigidir.

20



F

L,
Y

Sekil 8: Koninin eksen {i¢ggeni ve tabani

G

K L

D F E
Sekil 9: Bir koni kesiti

Teorem 49. KL dogrusu, yukaridaki koni kesitinin baska bir
kirisi olsun, ve bu kiris, DE kirisine paralel olsun. KL kirisi
ve FG dogrusu bir M noktasinda kesisir. Ayrica koninin taba-
diizlem,

e ABC ii¢cgenini BC tabanina paralel olan bir NP dogru-

sunda keser, ve

e koninin kendisini, ¢capr NP olan bir dairede keser.
Sekil 10’a bakin. Koni kesitinin LK kirisi, bu yeni dairenin
kirisidir, ve dairenin NP capina diktir, dolaypsiyla KM =
ML. Bu sekilde GF 1smmi, DGE koni kesitinin DE kirigine
paralel olan her kirisi ikiye boler.

2.1 Paraboller 21



Sekil 10: Koninin eksen {i¢ggeni ve tabanlari

Tanim 50. Tanim 48 ve Teorem 49’da G noktasi, koni kesiti-
nin kosesidir, ve GF' 1gin1 koni kesitinin bir ¢apidir, ¢iinkii
DF kirigine paralel olan kirigleri ikiye boéler. Eger cap, ikiye
boldiigii ve birbirine paralel olan kiriglere dik ise, ona eksen
denir. Ama her durumda DF kiriginin DF' (veya E'F') yarisina
ordinat denir, ve capin G'F parcasina, DF' ordinatina kargilik
gelen absis denir.

S6z 51. O zaman KM ve LM dogrular1 da ordinattir, ve on-
lara karsilik gelen absis, GM dogrusudur.

Teorem 52. Sekil 10°daki durumda FG || BA olsun. O zaman
GM :GF = ML*: FE?.

Sonug olarak bir £ uzunlugu i¢in, kont kesitinin herhangi ordi-
natimn uzunlugu y ve ordinata karsilik gelen absisin uzunlugu
T 18e

y? = lx.

Ayrica
(:GA::CB*::CA-CB.

22 2 Koni kesitleri



Tanim 53. Teorem 52’deki koni kesiti paraboldiir (rapa-
BoAn “uygulama, yerlestirme”), ve ¢, paraboliin parametre-
sidir ve paraboliin dikey kenarimin uzunlugudur.*

Tanim 54. a:c:c:dvec:d: d:bisecveduzunluklarina
a ve b uzunluklarimin iki orta orantilisi denir.

Teorem 55 (Menaechmus). Parametreleri a ve b olan para-

boller ile a ve b uzunluklarinin ki orta orantilisy bulunabilir.
Aslinda

a:xxiysy:b

orantilary Sekil 11°deki gibi ¢ozilebilir. Parametresi b olan pa-

C B

Sekil 11: Iki orta orantili

raboliin bir ordinatt AB ve ona karsilik gelen absis C'B ise,
ve parametresi a olan paraboliin bir ordinatt AD ve ona kar-
sthk gelen absis C'D ise, ve her paraboliin ordinatlar: diger
paraboliin ¢apina paralel ise, o zaman C'B ve C'D dogrularinin
uzunluklary yukaridaki orantilary ¢ozer.

*Dikey kenarin Latince’si, latus rectum.
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S6z 56. Aristo hakkinda yorumlarinda Futocius, iki orta oran-
til1 probleminin birka¢ tane ¢oziimi verdi. Bunlarin biri, yuka-
ridaki Menaechmus’un ¢éziimiiydii. Aristo’'nun ve Eutocius’un
metinleri, Miletli Isidorus tarafindan toplandi. Isidorus, Aya-
sofya’nin iki mimarindan biriydi.

2.2 Hacimler

Tanim g57. Dik paralelyliziin hacmi, onun egitlik sinifidir.
Genigligi a, yiiksekligi b, ve derinligi ¢ olan dik paralelyiiziin
hacmi

a-b-c

veya abc ile gosterilir.
Teorem 58. abc = bac = bea ve ab(c+ d) = abc + abd.
Teorem 59. abc = ade = bc = de.

Teorem 60. ab:cd ::e: f < abf = cde.

2.3 Hiperboller

Teorem 61. Sekil 8’de koni kesitinin GF ¢apr G noktasinin
dtesine uzatilirsa, Sekil 12’deki gibi BA dogrusunun uzatilma-
st bir X noktasinda kessin. F'R dogrusu, GF ¢capwna dik ol-

Sun ve
FR-FG = DF? (1)

esitligini saglasin. MU || FR olsun, ve (gerekirse uzatilmas)
XR ve MU, U noktasinda kesissin. O zaman

GM - MU = KM?.
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Sekil 12: Konide hiperbol

(KM, Sekil 10°daki gibidir.) AJ || XF olsun; o zaman
GH:GX = BJ-JC:AJ

GH dogrusunun uzunlugu ¢ olsun, ve GX dogrusunun uzun-
lugu 2a olsun. Koni kesitinin herhangi bir ordinatinin uzunlugu
y ve bu ordinata karsilik gelen absisin uzunlugu x ise

2ay° = 2alx + (2

Séz 62. Sekil 13’e bakin; buradaki /-igaretli dogru, koni kesi-
tinin diizlemine dik olarak diigiliniilebilir.

Tanim 63. Teorem 61’de alami 3? olan kare, alam1 fx olan
dikdortgenini agtigindan, koni kesitine hiperbol (VmepBoAr
“agma”) denir; GH dogrusu, hiperboliin dikey kenaridir;
dikey kenarin ¢ uzunlugu, hiperboliin parametresidir; GX

2.3 Hiperboller 25



Sekil 13: 2ay® = 2alx + fz* hiperbolii

dogrusu, hiperboliin yanlamasina kenaridir;® yanlamasina
kenarin orta noktasi, hiperboliin merkezidir.

Soz 64. Sekil 12’de F'S ve F'H dikdortgenlerinin farki 7'S dik-
dortgendir, ve bu dikdortgen GY dikdortgenine benzerdir.3

2.4 lsaretli uzunluklar ve elipsler

Tanim 65. Bir yon ile donatilmig bir dogru, bir yonlii dog-
rudur. Eger AB, A’dan B’ye yon ile donatilirsa, olusan yonlii

dogru
AD

—
bi¢iminde yazilabilir. AA, yoz veya dejenere yonlii dogru-
dur ve A noktasi olarak anlagilabilir. Eger ABDC' ve DCEF

2rAaywa mhevpd; Latince’si latus transversum.
3Bu GY dikdortgeni, hiperboliin seklidir (eidos).
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paralelkenar ise, o zaman
AL = 0D, AL = BT,

Ozel olarak ﬂ = B?

Teorem 66. Dogrularin paralelligi ve yonli dogrularin esitligi,
denklik bagintisidar.

Tanim 67. Yonli dogrunun esitlik sinifi, vektordiir.

Tanim 68. Her paralellik siifi i¢in bir yon pozitif, diger
yon negatif olsun. O zaman her (yoz olmayan) yonlii dogru
ya pozitif ya negatiftir. Bir yonlii dogrunun pozitifligi veya
negatifligi, yonlii dogrunun igsaretidir.

Teorem 69. A, B, ve C' bir dogruda olsun. O zaman 1@

ve BC yonli dogrularinin isaretleri aymidir ancak ve ancak
AB < AC ve BC < AC.

Teorem 70. Asagidaki kosulu saglayan . bagintisi bir denklik

bagintisidir: AB . CD ancak ve ancak AB ve @ yonli
dogrularinin isaretleri ayni ve AB = CD.

Tanim 71. Teorem 70’teki denklik bagintisina gore bir yonlii
dogrunun denklik sinifi, yonlii dogrunun uzunlugudur.

S6z 72. Bir dogrunun uzunlugu, yeni tanimi alabilir: A§ ve
BA yonlii dogrularinin uzunluklarinin hangisi pozitif ise, AB

dogrusunun uzunlugu olarak alinabilir. Bu tanimi baglangi¢tan
kullanabildik.

Tanim 73. Kiigiik a, b, ¢, . . . Latin harfleri, yonli dogrunun
uzunlugunu (yani igaretli uzunlugunu) gosterecek. Yoz yonli
dogrunun uzunlugu,

0
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olsun, ve zﬁ = c ise .
—c= BA

olsun.

Teorem 74. Iki isaretli uzunluk toplanabilir, ve tanima gore
A, B, ve C bir dogruda ve

Tod  Bloe  Al=y

1se
d+e=f.
Bu durumda toplama degismeli ve birlesmelidir; ayrica
a+0=a,
a+(—a)=0.
Tanmim 75. a—b=a+(-0),

—a-b=—(ab) =a- (-b),
—a-bc=a-(=b)-c=ab-(—c) = —(abe).

Simdi hiperboliin 2ay? = 2afx + £2? denkleminde = ve y
negatif olabilir. Ayrica a negatif olabilir, ama bu durumda ta-
nimlanan egri hiperbol degildir:

Tanim 76. ¢ > 0 ve a > 0 ise
2ay° = 2alx — lz*

denklemi, dikey kenarinin uzunlugu ¢ olan, yanlamasina
kenarimin uzunlugu 2a olan elipsi (EA\ewfiis “eksiklik”) ta-
nimlar (ama ordinatlarin ¢apa agisim segilmeli). Sekil 14’e
bakin. Hiperboldeki gibi elipsin merkezi, yanlamasina kena-
rinin orta noktasidir. Hiperbol ve elips, merkezli koni kesi-
tidir.
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Sekil 14: 2ay? = 2alx — (x? elipsi

Teorem 77. Teorem 61°de koni kesitinin GF ¢apr F noktasi-
nin otesine uzatiirsa ve AB dogrusunun uzatilmasini keserse,
hiperboliin yerine elips ¢ikar.

S6z 78. Simdi her koni kesiti ya parabol ya hiperbol ya da
elipstir. Pergeli Apollonius bu adlar1 vermigtir. Parabol olma-
yan her koni kesiti merkezlidir.
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3 Eksenler

3.1 Eksenler

Tanim 7g. Diizlemde iki dogru bir O noktasinda kesissin.
Dogrularin birine = ekseni, digerine y ekseni densin, ve O
noktasina baglangi¢ noktasi densin.

Teorem 8o. Xy eksenleriyle donatilmis dizlemde her A nok-
tast i¢in x ekseninde bir ve tek bir B i¢in, y ekseninde bir
ve tek bir C' i¢in, ABOC' paralelkenardir.” Tam tersine b ve
c isaretli uzunluk olmak tzere, herhangi bir (b,c) swraly ikilisi
wein, x ekseninde bir ve tek bir B i¢in, y ekseninde bir ve tek
bir C i¢in, dizlemde bir ve tek bir A icin

O? =0, O? =c,
ve ABOC' paralelkenardur.

Tanim 81. Teorem 8o’de b, A noktasinin z koordinatidir,
ve ¢, A noktasinin y koordinatidir. Sekil 15’teki gibi B nok-
tasina b yazilabilir, ve C' noktasina c¢ yazilabilir.

Soz 82. Sekil 16’daki koordinatlar1 (b, ¢) olan nokta hiperbol-
deyse, koordinatlar1 (b, —c), (—2a—b, ¢), ve (—2a —b, —c) olan
noktalar1 da hiperboldedir.

*Eger A zaten bir eksendeyse ABOC paralelkenar: “dejenere” olacaktir.
Ornegin A, x eksenindeyse B, A noktasidir ve C, O noktasidir.
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Sekil 15: Koordinatlar

Teorem 83. Denklemi 2ay? = 2alx + (2 olan hiperbolii ve-
rilsin, ama yeni st eksenleri segilsin. Eger
e s ckseni, x eksenidir, ve
e t ekseni, hiperboliin merkezinden gecer ve y eksenine pa-
ralel ise,
o zaman yeni st eksenlerine gore hiperboliin denklems,

2at* = (s* — la®.
Teorem 84. Isaretli uzunluklarin orans
a:bic:d <= ad=0bc
kuralina gore tanimlanabilir. Oranlarin toplama
(@:c)+(b:c)::(a+b):c
kuralina gore tanimlanabilir.

Séz 85. Simdi oranlar: sayilar gibi kullanabiliriz.

Tanim 86. ¢ : a orani
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Sekil 16: Ikinci dali ile 2ay? = 2alz + f2? hiperbolii

olarak yazilsin, ve a : b orani

a
b
veya a/b bigiminde yazilsin. O zaman hiperboliin

2ay* = 2alx + (x°

denklemi

14
y? = lr + —a°
2a

bi¢iminde yazilabilir. Bu denkleme Apollonius denklemi di-
yelim. Teorem 84’e gore, farkli eksenlere gére, hiperboliin

2ay? = lx* — la®

denklemi de vardir; bu denklem

1’2 y2

T J
a?>  la/2
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bi¢iminde yazilabilir. Bu denkleme merkez denklemi diye-
lim.

3.2 Dik eksenler

Teorem 87. Parabolde ¢apa paralel olan her dogru, yeni bir
captur. Sekil 17°deki gibi

Sekil 17: Paraboliin yeni ¢api

1) ABC egrisi, ¢capr F'E ve kisesi A olan parabol,
2) BD ve CE ordinat,
3) FA= AD, ve
4) BG || FE, CH || BF
olsun. Asaqidaki isaretli uvzunluklar: tanimlansin:

oo  AP-s  B-s
BE—b  El=y HC=t =
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Paraboliin dikey kenarinin uzunlugu ¢ ise

m _ c

VA
olsun. O zaman

vt =lz
oldugundan

t? = ms.

Teorem 88. Paraboliin bir (ve tek bir) ¢apr i¢in ordinatlar
capa diktir (yani Tanwm 45teki gibi paraboliin ekseni ve tek
bir ekseni vardir).

Teorem 89. Hiperboliin merkezinden gegen ve hiperbolii kesen
her dogru, hiperboliin yeni bir ¢apidir. Sekil 18°deki gibi
1) ABC egrisi, merkezi D olan ve ¢apr DF olan hiperbol,
2) BE ve C'F ordinat,
3) DG : DA :: DA: DFE,
4) CH || BG, HK || DA, HL | BE

olsun. Asagqidaki isaretli uzunluklar tanimlansin:
Bﬁ:x, Eﬁ:s, ﬁ:c, 17)4:@, Bng,
ﬁ:y, Iﬁ:t, E@zd, @:e, C@:g.

(Sekil 19°a bakin.) Hiperbolin dikey kenarinin uzunlugu ¢ ve

20% = la ise
2 2

T Y
e
oldugundan
52 t?
R
2 gic/e

Teorem go. Hiperboliin bir (ve tek bir) ¢api i¢in ordinatlar
capa diktir, yani hiperbolin bir (ve tek bir) ekseni vardr.
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Sekil 18: Hiperboliin yeni ¢ap1

3.3 Uzakhk

S6z 91. Dik iiggenle 2% = a® + b? denkleminin ¢oziimii bulu-
nabilir.

Tanim g2. 12 = a? + b* denkleminin (pozitif) ¢oziimii
va? + b2

Tanim g3. Eksenler verilirse, “koordinatlar (a, b) olan nokta
ifadesinin yerine “(a, b) noktas1” diyebiliriz.

7

Teorem 94. Eksenler dik ise (a,b) noktasinin (¢, d) noktasin-

dan uzaklhge
Via—c)2+ (b—d)2.
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Sekil 19: Hiperboliin benzer ii¢genleri

Tanim g5. Eksenler dik ve a # ¢ ise ucu (a,b) ve (¢,d) olan
dogrunun egimi

b—d

a—c

Soz 96. Tanim gr’te eksenlerin dik olmas: gerekmez ama nor-
maldir.

Teorem g7. Paralel dogrularin egimleri aynidir. Dik eksene
gore, a # ¢ ise (a,b) ve (c,d) noktalarindan gegen u¢suz dog-
runun noktalars,
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denklemini saglayan noktalaridir. Egimie/ f olan ve (a,b) nok-
tasindan gecen ug¢suz dogrunun noktalar,

y:?-(x—a)—l—b

denklemini saglayan noktalaridir. y eksenine paralel olan wve
(a,b) noktasindan gegen u¢suz dogrunun noktalars,

r=a
denklemini saglayan noktalaridar.

Séz 98. SJu anda Descartes’in ortaya koydugu uylagim uygun-
dur:

Tanim gg9. Bir birim uzunlugu segilirse,
1

olarak yazilabilir. Eger a - b = ¢ -1 ise, o zaman ab alani ¢
olarak anlagilabilir. Bu sekilde alan, hacim, oran—her sey bir
uzunluk olur. Ozel olarak egim, bir harf ile yazilabilir.

Teorem 100. Dik eksenlere ve birim uzunluguna gore y ekse-
nine paralel olmayan dogrunun denklig:

y=mx+b

bigiminde yazilabilir, ve bunun gibi her denklem, egimi m olan
ve (0,b) noktasindan gegen dogruyu tanimlar. Benzer sekilde
a # 0 veya b # 0 ise (yani a® + b* # 0 ise)

ar+by+c=0

denklemi bir dogru tanimlar, ve her dogrunun denklemsi bu ge-
kilde yazilabilir.
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Tanim 101. Jekil 20'de ZBAC' dik ise

b

cosa = —.
c

Burada o, ZBAC' agisinin esitlik sinifi olarak anlagilabilir, ve
C
b
a
A ¢ B

Sekil 20: Kosiniis tanimi

cos «, aginin kosiniisiidiir. Dik aginin oOl¢iisii
T

§ .

O zaman
7T

g
cos ,
ve [ genis aq1 ise
cos B = — cos(mt — f3).
Teorem 102 (Kosiniis Teoremi). Sekil 21°de

a’ = b + & — 2bccos .

Tanim 103. Dik eksenlere gore
(a,b) - (c,d) = ac + bd,
I(a,0) = V/(a,b) - (a,b) = Va* + b2.

(a, b) noktasi, (0,0) baslangi¢ noktasindan (a,b) noktasina gi-
den yonlii dogru olarak anlagilabilir.
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A ¢ B A ¢ B A ¢ B

Sekil 21: Kosintis Teoremi

Teorem 104. Dik eksenlere gire (a,b) ve (¢,d) arasindaki ag
0 ise
(CL, b) ’ (07 d) = ||(a7 b)” ’ ||(Cv d)” - cos 0.
Teorem 105 (Cauchy—Schwartz Esitsizligi).
(ac+bd)* < (a® + %) - (¢ + d?).

a, eger a = 0 ise,
Tanim 106 (mutlak deger). |a| = { % _
—a, eger a <0 ise.

Teorem 107. Dik eksenlere ve birim uzunluguna gore (s,t)
noktasinin ax + by + ¢ = 0 dogrusuna uzaklige

las + bt + |

3.4 Dik eksenlere gore koni kesitleri

Tanim 108. a # 0 ise

3.4 Dik eksenlere gore koni kesitleri 39



S6z 109. Simdi ¢ > 0 ve a # 0 ise, dik eksenlere gore,

Apollonius denklemi, ekseni = ekseni olan ve kosesi baglangic
noktasi olan

e o < 0 durumunda hiperbolii,
e o = oo durumunda parabolii,
e ¢ > (0 durumunda elipsi

tanimlar. Sekil 22’ye bakin.

S6z 110. £ >0 ve a# 0 (ve a # c0) olsun, ve
b >0, 20* = la

olsun. O zaman dikey kenari ¢ olan, yanlamasina kenari 2|a|
olan merkezli koni kesitlerinin merkez denklemi

x2 y2

Sekil 23’e bakin.

Tamm 111. 22/a* — y?/b* = 0 denklemi, 2%/a® — y?/b* = 1
hiperboliin asimptotlarimi tanimlar. Yani hiperboliin asimp-
totlar, y = £(b/a)x dogrulandir.

Teorem 112. y*> = (x + ({/2a)z* hiperboliin asimptotlarinin

denklemi
[ ¢
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Sekil 22: y* = x — x?/2a koni kesitleri

Tanmim 113. Denklemi 32 = ¢z olan paraboliin odak noktasi
14
-0

=0.

ve dogrultman dogrusu

!
x f—
1

Teorem 114. Denklemi y?> = (x olan paraboliin noktalar,
odak noktasina ve dogrultmana uzaklge ayni olan noktalardur.

Tanim 115. Denklemi z?/a? — 3?/0* = 1 olan hiperboliin

odak noktalar:
(Va2 +0%,0),
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Sekil 23: 22/4 4+ y? = 1 koni kesitleri

(sirasiyla) dogrultman dogrular:

0,2

N

r ==+

ve dismerkezliligi

—
Sekil 24’e bakim. Ayrica 0 < b < a ise denklemi 22 /a®+1?/b* =
1 olan elipsin odak noktalari

(Va2 — 82,0),

(sirasiyla) dogrultman dogrular:

2

JVE B

r =+

ve dismerkezliligi
N
—
Sekil 25’e bakin.
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Sekil 24: Hiperboliin odaklar1 ve dogrultmanlar:

Séz 116. Sekil 26’daki gibi merkezli koni kesitinin merkezi A,
ve (merkezin ayni tarafinda olan) kogesi B, ve odagi C' ise,
ve dogrultmani, koni kesitinin eksenini D noktasinda keserse,
tanima gore koni kesitinin digmerkezliligi AC' : AB, ama

AC : AB :: AB : AD,

dolayisiyla

BC :BD :: AC : AB,
ve sonug olarak koni kesitinin digmerkezliligi BC : BD.
Teorem 117. Merkezli koni kesitinin noktalar:, bir odak nok-
tasina ve ona karsihik gelen dogrultman dogrusuna uzaklhiklar:-
mn oraninan dismerkezlilik oldugu noktalardwr. Yani Sekil 27
ve 28’de (CB = C'B' ve BD = B'D’ oldugundan) asagidaki
kosullar denktuir:

e F noktast koni kesitinde,
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Sekil 25: Elipsin odaklar1 ve dogrultmanlar:

A DB C D BC A
Sekil 26: Odak ve dogrultman

e CE:FEF:(CB:BD,

e C'E:FEF ::CB:BD.

Soz 118. BC' : BD :: AB : AD :: BB’ : DD’ oldugundan

merkezli koni kesitinin £ noktalar: i¢in (ve sadece bu noktalar
i¢in)

C'E+CE:FEF +EF:: BB :DD'.
Elipste EF'+ EF = FF' = DD’, dolayisiyla

CE+C'E= BB
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Sekil 27: Hiperboliin digmerkezlilik

Sekil 28: Elipsin digmerkezlilik
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Sekil 29: Trigonometri (tiggen 6lgmesi)

Hiperbolde F, soldaki daldaysa EF’' — EF = DD’, dolayisiyla

C'E—-CE = BB

3.5 Kutupsal koordinatlar

Tanim 119. Sayfa 38’deki Sekil 20'de ZBAC dik ise

sina = —, tana = —, secq =

cosa = -, cota = —, csca =

O o 2

QIO ol
Q|0 IS

S6z 120. Jekil 29’daki cemberin yarigap1 birim ise
1
sin@zC’DziDE, tanf = AB, sec = OB.

Latince’de

e tangens, tangent-, “dokunan, teget” demektir;

e secans, secant-, “kesen” demektir;

o sinus, ‘koy, korfez” demektir.
Latince sinus’un matematiksel kullanilisi, Arapc¢a’dan yanhsg
geviridir. Arapca’da
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Sekil 30: Agilarin Slgiisii

e cayb, “koy, korfez” demektir;
e ciba, “sinlis” demektir.
Tanim 121. Sekil 30’da BOD ve COFE dogrular birbirine dik
ise ve ZAOB = « ise
T 37
ZAOC:Oé—i—g, ZAODIOé—i-T[, ZAOEIOé—f—?

Herhangi 8 a1 dlgiisii i¢in
f=pFE+2n=0+4dn="---

Diizlemde O olmayan herhangi F' noktasi i¢cin OF = r ve
ZAOF = 0 ise F noktasinin kutupsal koordinatlar:

(r,0) veya (—r,0 £ ).
F noktasmin dik koordinatlar (z, y) ise

sinf = tanf = secf =

cosf = cotf = csch =

ﬂl&ﬂl@
@IH&I
@Iﬂ&lﬂ

Bir egrinin noktalariin kutupsal koordinatlarinin sagladig bir
denklem, egrinin kutupsal denklemidir.
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D rcosQ/

,
e= ——
r p+ rcosf

\

Sekil 31: Koni kesitinin kutupsal denklemi

Teorem 122. Diizlemde O olmayan bir noktanin dik koordi-
natlar (x,y) ve kutupsal koordinatlar: (r,0) ise

r? = 2% + ¢, x =rcosb,
tanQZQ, y =rsinf.
x

Teorem 123. Cember olmayan, odag (0,0) olan, dogrultmana
x+p = 0 olan, dismerkezligi e olan, koni kesitinin kutupsal

denklemi
ep

" 1—ecosO
(Sekil g1°e bakin.) Karsiik gelen dik denklem,

r (%)
(1 —e€?) - 2* +y* = 2e*px + *p*.
Sz 124. e = 1/p durumunda () denklemi

1
T = —
1—ecosf

olur. Bazi durumlar Sekil 32’de goriintir.
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1

"= 1—ecosf

Sekil 32: Digsmerkezlige gore koni kesitleri

A r =secf

I = COS

Sekil 33: Cemberler ve dogru

3.5 Kutupsal koordinatlar
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Teorem 125. (Sekil 33°e bakin.)

e r = cos kutupsal denklemi, merkezi (1/2,0) olan wve
yarigapr 1/2 olan ¢emberi tanimlar.

e r =sinf kutupsal denklemi, merkezi (0,1/2) olan ve ya-
rigapt 1/2 olan ¢emberi tanimlar.

o r =secl kutupsal denklemi, v = 1 dogrusunu tanimlar.

o 1 = cscl kutupsal denklemi, y = 1 dogrusunu tanimlar.

S6z 126. Sekil 33'te OA : OB :: OB : OC, ama OB = 1,
dolayisiyla
OA-0OC =1.

Teorem 127. (Sekiller 34, 35, 36, ve 37’ye bakin.) Her n
dogal sayist i¢in

r = cos(nd) ve r = sin(nd)
kutupsal denklemlerinin her biri,

e n saysimn ¢ift oldugu durumda 2n-yaprakly gili ta-
nimlar.

o n saysinin tek oldugu durumda n-yaprakly gili tanim-
lar.

S6z 128. Sekil 38’de gorlinen egriler, a € {O, e 2, 4, 1,2 2, 2
durumlarinda
r=a+ cost

kutupsal denklemi tarafindan tanimlanir. Bu egrilerin her bi-
rine limason denebilir (Fransizca’da limagon, salyangoz de-
mektir); @ = 1 durumunda egri kardiyoid (kapdioedis, “kalp
sekli” demektir).
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0= TE/4. r = cos(20)

Sekil 34: 4-yaprakh giil

3.5 Kutupsal koordinatlar

.9:37't/4
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6= /6

Sekil 35: 3-yapraklh giil

= —71/6
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K

r = cos(46) r = cos(50)

Sekil 36: 8- ve 5-yaprakl giiller

O%Y

r=sinf  r=sin(20) r =sin(30)

ST

r=sin(40) r=sin(50) r =sin(66)

Sekil 37: Giiller
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Sekil 38: Limasonlar
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Sekil 39: Lemniskat

Teorem 129. (1, 0) noktalarina uzakliklarnan ¢arpima birim
olan noktalarin yeri,

r? = 2 cos(20)
kutupsal denklemi tarafindan tanvmlanar. (Sekil g9’°a bakin.)

S6z 130. Teorem 129’da tanimlanan egriye lemniskat denir.
Eski Yunanca Anuviokos, “serit, kurdele” demektir. (Cagdas
Yunanca kopdé\\a vardir; Italyanca cordola vardir. Bunlar
Eski Yunanca xopd7 kelimesinden gelir.)

3.6 Uzay

Tanim 131. Tanim 79’daki gibi zy eksenleri verilmis ise, on-
larin O kesisim noktasindan gecen ve onlarin diizleminde ol-
mayan z ekseni eklenebilir.

Teorem 132. Xyz ceksenleriyle donatilmis uzayda, Teorem
8o’deki gibi her A noktasi i¢in x ekseninde bir ve tek bir B
wein, y ekseninde bir ve tek bir C i¢in, z ekseninde bir ve tek
bir D i¢cin
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e AB dogrusu, yz dizlemine paraleldir,

o AC dogrusu, xz dizlemine paraleldir,

o AD dogrusu, xy dizlemine paraleldir.”
Tam tersine b, ¢, ve d isaretl uzunluk olmak tizere, herhangi
bir (b, c,d) swral tglisii i¢in, x ekseninde bir ve tek bir B igin,
y ekseninde bir ve tek bir C' icin, dizlemde bir ve tek bir A

1¢in
OB = b, OC =, 0D = d,

ve yukaridaki paralellik kosullary saglanar.

Tanim 133. Teorem 132’de b, A noktasinin x koordinati-
dir; ¢, A noktasinin y koordinatidir; ve d, A noktasinin z
koordinatidir. “Koordinatlar: (b, ¢, d) olan nokta” ifadesinin
yerine “(b, ¢, d) noktasi” diyebiliriz.

Teorem 134. Xyz ecksenleri dik ise (a,b,c) noktasimn
(d, e, ) noktasindan uzaklig

V= P+ b= e+ (e = )%
Teorem 135. Eger
a® +b* #0, c#0, d+#0

ise, o zaman dik xyz eksenlerine gore
y? 4 22 = P
denklemsi, bir dik koninin yiizeyini tanimlar, ve
ar +by =c

denklemi, koniyi kesen bir dizlemi tamimlar. Bu sekilde bir
koni kesiti belirtilir.

2Dejenere durumda A zaten bir eksendedir.
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S6z 136. Teorem 134’1 kullanarak Teorem 135’teki koni ke-
sitinin 6zelliklerini kanitlanabilir. Ozel olarak kesitin rastgele
noktasimin ordinatinin ve karsilik gelen absisin uzunluklar1 bu-
lunabilir ve onlarm iligkisi belirtilebilir. Ama Teorem 135’teki
koni diktir, ve Teorem 52 ve 61’deki koniler dik olmayabilir.

3.7 Vektorler

S6z 137. Tanmim 67’de vektorler tanimladik. Bu tanim, uzayda
da gegerlidir.

Teorem 138. Ya zy dizleminde ya da xyz uzayinda her E
yonli dogrusu i¢in, bir ve tek bir C' noktast i¢in

AB = OC.

Tanim 139. Teorem 138 sayesinde “O? vektorit” ifadesinin
yerine “C' vektorii” diyebiliriz. Ayrica bir vektor igin

¢

gibi bir ifade kullamlabilir: diizlemde & bir (c1, cs) noktasimi
belirtir; uzayda bir (cq, ¢o, ¢3) noktasim belirtir. Vektorler top-
lanabilir ve ¢ogaltilabilir:

(a1, az,a3) + (b1, b2, b3) = (a1 + by, as + be, ag + bs),
a - (bl,bQ,b3) = (abl,abg,abg).

Ayrica birbirini ¢arpabilir, ama sonug bir uzunluk, yani bir
skalerdir:

(a1,az,a3) - (br, ba, b3) = a1by + asby + azbs.
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Diizlemde benzer tanimlar kullanilir. Ya diizlemde ya da
uzayda

|d|| = Vad-a.
Iki vektoriin agis1 vardir: nokta olarak vektorler A ve B ise
vektorlerin agis

LAOB.
Eger @ ve b vektorleri birbirine dik ise (yani agis1 71/2 ise),
alb
ifadesi kullanilabilir. Vektorler paralel ise (yani agis1 0 veya 7t
ise) B
allb
ifadesi kullanilabilir.
Teorem 140. Dik eksenlere gore bir a vektorinin uzunlugu
lall,
ve @ ve b vektorlerinin agisy 6 ise
@-b=|al -|b|| - cosb.

Ozel olarak . .
alb << ad-b=0.

Sé6z 141. Teoremin kaniti, Kosiniis Teoremini (yani Teorem
102’yi) kullanir. Soyut bir “i¢ ¢arpim uzayinda” Teorem 140,
uzunluklarin ve acilarin tanimadar.

Teorem 142. Dik xyz eksenleriyle donatilmis uzayda, sifir
olmayan bir a@ vektorine dik olan ve bir b noktasindan gecen
diizleminin denklemi

@ (z,y,2)=a-b.
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S6z 143. Uzayda bir diizlemin denklemi, a?+b*4c? # 0 olmak
izere

(a,b,c) - (x,y,z) =d  veya ar +by+cz=d
bi¢iminde yazilabilir.

Teorem 144. Dik xyz eksenleriyle donatilmis uzayda, bir ¢
noktasinin bir @ - (x,y,z) = d- b dizlemine uzaklhg

=,

ja-(€=b)|
]

Kanat. Eger b— & ve @ vektorlerinin agist 0 ise istedigimiz uzak-
ik

1€ = | - [cos 6],
yani (Teorem 140’a gore)

—

|a- (€-b)|
[l
S6z 145. Teoremde diizlemin denklemi ax + by 4+ cz = d ve
nokta (s,¢,u) ise istenen uzaklik

]

las + bt + cu — d|

S6z 146. Eger @, I;, ve ¢ noktalar1 verilirse, sifir olmayan bir d
i¢in verilmis noktalardan gegen diizlem

d-(z,y,2)=d-@ veya d- ((z,y,2) —a@) =0

bigiminde yazilabilir. O zaman d vektorii,

(b—a) - (2,y,2) =0
{(5—5)-(x,y,z):0 (1)
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yani

(b1—al)-m+(b2—a2)-y+(bg—a3)-z:()
(4 —ar) - x+(ca—ag) - y+(cs—as)-z2=0

dogrusal denklem sisteminin sifir olmayan bir ¢oziimidiir.

Tanim 147. Uzayda

L (s I R ) )
Burada
“ Z‘ = ad — bc.
Teorem 148. Uzayda
axbla, @xblb.

Ayrica @ ve b vektorlerinin agisy 6 ise
1@ > bl = [lal - [[b]] - sin 6,

dolayiswyla . .
allb <= axb=0.

Sz 149. Sonug olarak () sisteminin bir ¢oziimii,
).

Sz 150. Uzayda @ - (x,y,2) = b ve - (z,y, z) = d diizlemleri
paraleldir (veya aymdir) ancak ve ancak

—

(5—a) x (@—

Y

alle.
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Diizlemler parelel degilse, bir dogruda kesigir. Bu durumda
dogru @ x ¢ vektoriine paraleldir. Dogru bir € noktasindan
gecerse, dogrunun her noktasi

-

e+t-(axb)

bi¢giminde yazilabilir. Simdi @ x b= f olsun. Dogrunun para-
metrik denklemi

(x,y,z):é’—l—t-f.

Bu denklem
Tr=e+ flt
Yy = ez + fot
zZ =e3+ fgt

bi¢iminde yazilabilir. Buradan iki diizlemin denklemleri ¢ikar,
ve her birinde, degiskenlerin biri gériinmez. Ornegin f; fof3 # 0

1se
Tr — e Yy — €9 Z — €3

fi Ja f3
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