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1 Orantilar

1.1 Denklik bagintilarn

Tanim 1. Dogal sayilar, 1, 2, 3, . . . . Bunlar N kiimesini olugturur:
N=1{1,2,3,... }.

(Bu ifadede “=” igareti aymilige gosterir, yani N ve {1,2,3,...} aym
kiimedir.)

S¢z 2. Tlkokuldan bildigimiz gibi iki dogal say1 toplanabilir ve carpila-
bilir, ve dogal sayilar siralanir.

Tanim 3. Siral ikililer,
(a,0) =(x,y) <= a=z & b=y
Ozelligini saglar. Tiim A ve B kiimeleri i¢in
AxB={(z,y):x€ A & y € B}.

Tanim 4. Bir A kiimesinin yansimali, simetrik, ve gegisli 2-konumlu
R bagintisi, A kiimesinin denklik bagintisidir. A kiimesinin b elema-
ninin R bagintisima goére denklik sinifi veya R-sinifi,

{r e A: z Rb}
kiimesidir.* Bu denklik smifi igin
[0]

kisaltmasi kullanilabilir (ama Teorem 5’ten sonra kullamlmayacak).

*Bu kiimeye “denklik smifi” demek, bir gelenektir. Kiimeler kuraminda her kiime
bir siiftir, ama her simif kiime degildir. Ornegin {z: = ¢ x} sifi, kiime olamaz.
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Teorem 5. R, A kiimesinin denklik bagintisi olsun, ve b € A, c € A
olsun. O zaman

[b] = [c] veya [b] N [c] = @.
Tanim 6. N x N kiimesinin ~ bagintisi,
(k,0) = (z,y) <= ky=1_Lx
tanimin saglasin.
Teorem 7. N x N kiimesinin ~ bagintisi, denklik bagintisidar.

Tanim 8. N x N kiimesinin (k,¢) elemanmimn ~-simufi,

k

l
veya k/¢ pozitif kesirli sayisidir. Pozitif kesirli sayilar,
Q+
kiimesini olugturur.

Teorem 9. Asagqidaki esitlikler, QT kiimesinin toplama ve carpma is-
lemleri i¢in 1yi tansmdar:

k,m_kntiém kom _am

‘¢ n in { n  In’
Yani
Eflil & ﬁfﬁ/ N kn+4dm  k'n' +0'm/ kfmik’m’
A n n n o'n! i On

Ayrica QT asagrdaki tanama gére siralanar:

k
7<T <~ kn < /{Im.
Y4 n
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1.2 Uzunluklar

Tanim 10. Oklid’deki gibi, normalde bir dogrunun uc noktalar var-
dir. Oklid’in 4. Ortak Kavramimdaki gibi cakisan dogrular esittir.
(Ozel olarak dogrular igin egitlik aymlik degildir.)

Teorem 11. Dogrularn egitligi, bir denklik bagintisidar.

Kamit. Oklid’in 1. Ortak Kavramina gore esitlik gecislidir. Cakismanin
yansimaliligl ve simetrisi, acik olarak sayilabilir. U

Tanim 12. Bir dogrunun esitlik simifi, dogrunun uzunlugudur. Kii-
¢ik a, b, ¢, . . . Latin harfleri uzunluk gosterecek. Eger bir AB dogru-
sunun uzunlugu c ise

AB =c¢
ifadesini yazariz.”

Teorem 13. Iki uzunluk toplanabilir, ve bir kesirli say. bir uzunlugu
cogaltabilir. Toplama degismeli ve birlesmelidir, ve ¢ogaltma toplama
tzerine dagilir. Eger a < b ise

a+x=>
denklemi ¢éziilebilir.

Tanim 14. %, agagidaki gibi tanimlanan baginti olsun. AB, CD, EF,
ve GH dogrular verilmis olsun. Baz1 K ve L noktalari i¢in, eger CD =
BK ve GH = FL ise, ve Sekil 1’deki gibi ABK ve EFL li¢genlerinde
/ABK ve /EFL dik ve /BAK = Z/FFEL ise, o zaman

(AB,CD) % (EF,GH)
olsun.

Teorem 15. Z bagintisy, bir denklik bagintisidir. Ayrica % sadece
dogrularin uzunluguna baghdur.

2Bu uygulama Descartes’in 1637 Geometr: kitabindan gelir.
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c D K ¢ i L
A B E F

Sekil 1: Bir bagint1

Tanim 16. Eger Teorem 15’teki gibi (AB,CD) # (EF,GH) ise AB,
CD, EF, ve GH dogrular orantihdir, ve

AB:CD :: EF : GH
orantisini yazariz; ayrica AB =a, CD =0b, EF = ¢, ve GH = d ise
a:buc:d

ifadesini yazariz. Buradaki AB : CD ve a : b ifadeleri, (AB,CD) ve
(a,b) siral ikililerinin denklik sinifim1 gosterir; bu smuf, bir orandir.

Bu durumda “:” simgesi, oranlarin ayniligine gosterir. (Bundan sonra
Z kullanilmayacak.)

S6z 17. Simdi a : b :: ¢ : d orantisi, Sekil 2’deki gibi gésterilebilir.

Aa :

b d

Sekil 2: Orantililik

Teorem 18. Sekil g'te ABC' agist dik ise
AB:BC: DB:BE < AC || DE.
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A D B
Sekil 3: Paralellik ve orantililik

b d

Sekil 4: Toplama

Teorem 19. a:b::a:c = b=c.
Teorem 20. a:b:c:d = a:b:atc:bxd. (Sekil 4’ bakin.)

Tanim 21. a : ¢ :: ¢: b ise ¢ uzunluguna a ve b uzunluklarinin orta
orantilis1 denir.

Teorem 22. Her iki uzunlugun orta orantilist vardir, yani her
a:x:x:b

orantisy ¢ozilebilir. (Sekil 5°e bakin.)
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a b

Sekil 5: Orta orantili

1.3 Alanlar

Teorem 23. Aym genisligi ve yiksekligi olan dikdértgenler egittir. Se-
kil 6’da ABCD ve CEHK dikdértgenleri esittir ancak ve ancak GC

G K H

D E
ol

A B F

Sekil 6: Dikdortgenlerin esitligi

ve C'F bir dogrudadur.

Tanim 24. Bir dikdortgenin alani, onun esitlik sinifidir. Genisligi a
ve yiiksekligi b olan dikdortgenin alani

a-b

veya ab ile gosterilir. Ayrica a - a alani

a2
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ile gosterilir.

Teorem 25. Uzunluklarin carpmast degismelidir ve toplama tizerine
dagilvr. Ayrica
ab=ac = b=c.

Teorem 26. a:b::c:d <= ad = bc.
Teorem 27. a:b:c:d = a:c:b:d.
Teorem 28. ab=de & ac=df = b:c:ue: f.
Teorem 29. a:b::d:e & b:cue: f = a:cud: f.
Tanim 30. c:d::b: e ise
(a:b)&(c:d):a:e,

ve a : e oranl, a : b ve ¢ : d oranlarinin bileskesidir.
Teorem 31. a:b::c:dwvee: f:g:hise

(a:b)&(e: f) = (c:d)&(g:h).
Teorem 32. (a:b)& (c:d) :: ac: bd.
Teorem 33. (a:b)& (c:d) = (c:d)& (a:D).
Teorem 34. Her ab = cx denklemi ¢éziilebilir.

Tanim 35. a : b :: ¢ : d ise d uzunluguna a, b, ve ¢ uzunluklarimn
dordiincii orantilisi denir.

Teorem 36. Her di¢c uzunlugun dordinci orantilist vardir, yani her
a:buc:x

orantisy ¢ozilebilir.
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Tanim 37. ab ve cd alanlar1 verilmis ise Teorem 34’e gore bir e icin
cd = ae. Bu durumda, tanima gore

ab:cd::a:e.

Teorem 28 sayesinde bu tamim iyidir, yani ab = fg ve c¢d = hk ise
ab:cd:: fg: hk.

Teorem 38. ab:cd::ab:ef = cd=ef.

Teorem 39. ab:cd::ef :gh = ab:ef ::cd: gh.

Teorem 40. ab:cd::ef : gh = ab:cd::ab+ef :cd+ gh.
Teorem 41. a:b:c:d < a?:b%::¢c%:d>.

Tanim 42. Acilar sirasiyla egit olan iiggenler benzerdir.

Teorem 43. Benzer tggenlerin kenarlar: orantilidir, yani ABC wve
DEF benzer ise

AB : BC :: DE : EF.

Teorem 44. Sekil 7’de ABC' herhangi ti¢cgen olsun. O zaman
C

A D B
Sekil 7: Paralellik ve orantililik

AB:BC: DB:BE < AC || DE.



> Koni kesitleri

2.1 Paraboller

Tanim 45. Bir daire ve ayni diizlemde olmayan bir nokta, bir koniyi
(k@vos “cam kozalagr”) belirtir. Daire, koninin tabanidir, ve nokta,
koninin tepe noktasidir. Koninin yiizeyi, tepe noktasindan tabanin
siniria giden dogrular tarafindan olusturulur. Koninin tepe noktasin-
dan tabanin merkezine giden dogru, koninin eksenidir (déwv “dingil”).
Bu eksen, koninin tabanina dik ise, koninin kendisi diktir. Her koni
icin, ekseni iceren her diizlem, koniyi bir iiggende keser. Bu iiggene
eksen {ii¢geni denebilir.

S6z 46. Bir koni dik olmayabilir. Koninin eksen ii¢ggeninin tabani, ko-
ninin tabaninin bir ¢apidir.

Teorem 4%. Bir koninin bir eksen ticgeni, Sekil 8’deki gibi tabani BC
A E

1/

m
w

4 C D
F

Sekil 8: Koninin eksen iiggeni ve tabani

14
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olan ABC fiiggeni olsun. Koninin tabanwmn DE kirigi ¢izilsin, ve bu
kiris, BC' capwna dik olsun. O zaman kiris, ¢ap tarafindan bir F nok-
tasinda ikiye bolinidr, ve

DF? = BF - FC. (%)

Tanim 48. Teorem 47 durumunda DF kirigini iceren bir diizlem, eksen
tiggeninin AC' kenarm bir G noktasinda kessin. O zaman bu diizlem,
koninin yiizeyini Sekil g’daki gibi bir DGFE egrisinde keser. Bu egriye

G

K L

D F E
Sekil g: Bir koni kesiti

koni kesiti denir. DE dogrusu, egrinin bir kirigidir.

Teorem 49. KL dojrusu, yukaridaki koni kesitinin baska bir kirisi
olsun, ve bu kiris, DE kirisine paralel olsun. KL kirigi ve FG dogrusu
bir M noktasinda kesigir. Ayrica koninin tabanina paralel olan ve KL
e ABC ii¢genini BC tabanina paralel olan bir NP dogrusunda ke-
ser, ve
e koninin kendisini, ¢capr NP olan bir dairede keser.
Sekil 10’a bakin. Koni kesitinin LK kirisi, bu yeni dairenin kirigidir,
ve dairenin NP ¢apina diktir, dolaypisiyla KM = ML. Bu sekilde GF
wint, DGE koni kesitinin DE kirisine paralel olan her kirisi ikiye béler.

Tanim 50. Tanim 48 ve Teorem 49’da GG noktasi, koni kesitinin kése-
sidir, ve GF 151 koni kesitinin bir ¢apidir, ¢iinkii DFE kirigine paralel
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D

Sekil 10: Koninin eksen {i¢geni ve tabanlari

olan kirigleri ikiye boler. Eger cap, ikiye boldiigii ve birbirine paralel
olan kiriglere dik ise, ona eksen denir. Ama her durumda DFE kiriginin
DF (veya EF) yarisina ordinat denir, ve ¢apin GF pargasina, DF
ordinatina karsilik gelen absis denir.

S6z 51. O zaman KM ve LM dogrular da ordinattir, ve onlara kargilik
gelen absis, GM dogrusudur.

Teorem 52. Sekil 10°daki durumda FG || BA olsun. O zaman
GM : GF :: ML? : FE*.

Sonug olarak bir £ uzunlugu i¢in, koni kesitinin herhangi ordinatinin
uzunlugu y ve ordinata karsilik gelen absisin uzunlugu x ise

y? = la.

Ayrica
¢:GA::CB%*::CA-CB.

Tamm 53. Teorem 52’deki koni kesiti paraboldiir (wapaBoAn “uy-
gulama, yerlestirme”), ve ¢, paraboliin parametresidir ve paraboliin
dikey kenarimin uzunlugudur.®

*Dikey kenarin Latince’si, latus rectum.
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Tanim 54. a:c::c:dvec:d:d:bisecved uzunluklarina a ve b
uzunluklarinin iki orta orantilisi denir.

Teorem 55 (Menaechmus). Parametreleri a ve b olan paraboller ile a
ve b uzunluklarinin iki orta orantilise bulunabilir. Aslinda

a:xrx:y:y:b

orantilary Sekil 11°deki gibi ¢ozilebilir. Parametresi b olan paraboliin

C B

Sekil 11: ki orta orantili

bir ordinaty AB ve ona karsilik gelen absis CB ise, ve parametresi a
olan paraboliin bir ordinaty AD ve ona kargilik gelen absis CD ise, ve
her paraboliin ordinatlary diger paraboliin ¢apina paralel ise, o zaman
CB ve CD dogrularnin uzunluklar: yukaridaki orantilar, ¢ézer.

S6z 56. Aristo hakkinda yorumlarinda Eutocius, iki orta orantili prob-
leminin birkag tane ¢éziimii verdi. Bunlarin biri, yukaridaki Menaech-
mus’un ¢oziimilydii. Aristo’nun ve Eutocius’un metinleri, Miletli Isido-
rus tarafindan toplandi. Isidorus, Ayasofyanin iki mimarmdan biriydi.
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2.2 Hacimler

Tanim g57. Dik paralelyiiziin hacmi, onun esitlik sinifidir. Genigligi
a, yiiksekligi b, ve derinligi ¢ olan dik paralelyiiziin hacmi

a-b-c
veya abc ile gosterilir.
Teorem 58. abc = bac = bea ve ab(c + d) = abe + abd.
Teorem 59. abc = ade = bc = de.

Teorem 60. ab:cd::e: f < abf = cde.

2.3 Hiperboller

Teorem 61. Sekil 8’de koni kesitinin GF ¢apr G noktasinin dtesine
uzatilirsa, Sekil 12°deki gibi BA dogrusunun uzatilmasing bir X nokta-
sinda kessin. F'R dogrusu, GF ¢apina dik olsun ve

FR-FG = DF? (1)

esitligini saglasin. MU || FR olsun, ve (gerekirse uzatimis) X R ve
MU, U noktasinda kesissin. O zaman

GM - MU = KM>.
(KM, Sekil 10’daki gibidir.) AJ || XF olsun; o zaman
GH :GX = BJ-JC: AJ>.

GH dogrusunun uzunlugu £ olsun, ve GX dogrusunun uzunlugu 2a ol-
sun. Koni kesitinin herhangi bir ordinatinin vzunlugu y ve bu ordinata
karsilk gelen absisin uzunlugu x ise

2ay? = 2alx + (2.
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Sekil 12: Konide hiperbol

Sdz 62. Sekil 13’e bakin; buradaki /-igsaretli dogru, koni kesitinin diiz-
lemine dik olarak diigtiniilebilir.

Tanim 63. Teorem 61’de alami y? olan kare, alan1 ¢z olan dikdort-
genini agtifindan, koni kesitine hiperbol (dmepBolr “agma’) denir;
GH dogrusu, hiperboliin dikey kenaridir; dikey kenarin ¢ uzunlugu,
hiperboliin parametresidir; GX dogrusu, hiperboliin yanlamasina
kenaridir;® yanlamasina kenarin orta noktasi, hiperboliin merkezi-
dir.

S6z 64. Qekil 12’de F'S ve F'H dikdortgenlerinin farki 7'S dikdortgen-
dir, ve bu dikdértgen GY dikdértgenine benzerdir.3

2mwAdywa mhevpd; Latince’si latus transversum.
3Bu GY dikdortgeni, hiperboliin seklidir (eidos).
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Sekil 13: 2ay? = 2alx + ¢z? hiperbolii

2.4 lIsaretli uzunluklar ve elipsler

Tanim 65. Bir yon ile donatilmig bir dogru, bir yonlii dogrudur.
Eger AB, A’dan B’ye yoOn ile donatilirsa, olugan yonlii dogru

AB

bi¢ciminde yazilabilir. ﬂ, yoz veya dejenere yonli dogrudur ve A
noktasi olarak anlagilabilir. Eger ABDC ve DCEF paralelkenar ise, o

AB = CD, AB = EF,

Ozel olarak ﬂ = ﬁ

Teorem 66. Dogrularin paralelligi ve yonli dogrularin esitligi, denklik
bagintisidar.
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Tanim 67. Yonli dogrunun esitlik sinifi, vektordiir.

Tanim 68. Her paralellik sinifi i¢in bir yon pozitif, diger yon negatif
olsun. O zaman her (yoz olmayan) yonlii dogru ya pozitif ya nega-
tiftir. Bir yonlii dogrunun pozitifligi veya negatifligi, yonlii dogrunun
isaretidir.

Teorem 69. A, B, ve C bir dogruda olsun. O zaman 1@ ve B? yonli
dogrularmin isaretleri aymidir ancak ve ancak AB < AC ve BC < AC.

Teorem 7o0. Asagidaki kosulu saglayan . bagintise bir denklik ba-
gimtisidir: AB . CD ancak ve ancak AB ve CD yonli dogrularinn
isaretleri aynt ve AB = CD.

Tanim 71. Teorem 70’teki denklik bagintisina gore bir yonlii dogrunun
denklik sinifi, yonlii dogrunun uzunlugudur.

—
S6z 72. Bir dogrunun uzunlugu, yeni tanimi alabilir: 1@ ve BA yonli
dogrularinin uzunluklarimin hangisi pozitif ise, AB dogrusunun uzun-
lugu olarak alinabilir. Bu tanimi baglangictan kullanabildik.

Tanim 73. Kiigiik a, b, ¢, . . . Latin harfleri, yonli dogrunun uzunlu-
gunu (yani igsaretli uzunlugunu) gosterecek. Yoz yonli dogrunun uzun-
lugu,

0
olsun, ve E = cise

—c=BA

olsun.

Teorem 74. Iki isaretli uzunluk toplanabilir, ve tanima gore A, B, ve
C bir dogruda ve

ﬁ:d, B?:e, z@:f

ise
d+e=f.
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Bu durumda toplama degismeli ve birlesmelidir; ayrica

a+0=a,
a+ (—a)=0.
Tanim 75. a—b=a+ (=),

—a-b=—(ab) =a- (-b),
—a-bc=a-(=b)-c=ab-(—c) = —(abc).

Simdi hiperboliin 2ay? = 2afxr + fx? denkleminde x ve y negatif
olabilir. Ayrica a negatif olabilir, ama bu durumda tanimlanan egri
hiperbol degildir:

Tanim 76. ¢ > 0 ve a > 0 ise
2ay° = 2alx — lz?

denklemi, dikey kenarimin uzunlugu ¢ olan, yanlamasina kenari-
nin uzunlugu 2a olan elipsi (E\\ews “eksiklik”) tanmimlar (ama or-
dinatlarin gapa agisim secilmeli). Sekil 14’e bakin. Hiperboldeki gibi
elipsin merkezi, yanlamasina kenarimin orta noktasidir. Hiperbol ve
elips, merkezli koni kesitidir.

Teorem 77. Teorem 61’°de koni kesitinin GF ¢apr F' noktasinan éte-
sine uzatilirsa ve AB dogrusunun uzatilmasine keserse, hiperboliin ye-
rine elips ¢ikar.

Sz 78. Simdi her koni kesiti ya parabol ya hiperbol ya da elipstir.
Pergeli Apollonius bu adlar1 vermigtir. Parabol olmayan her koni kesiti
merkezlidir.
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Sekil 14: 2ay? = 2alx — ¢z elipsi



3 Eksenler

3.1 Eksenler

Tanim 79. Diizlemde iki dogru bir O noktasinda kesigsin. Dogrularin
birine = ekseni, digerine y ekseni densin, ve O noktasina baglangig
noktasi densin.

Teorem 8o. Xy eksenleriyle donatilmas diizlemde her A noktasi i¢in
ekseninde bir ve tek bir B i¢in, y ekseninde bir ve tek bir C i¢in, ABOC
paralelkenardir.” Tam tersine b ve c isaretli uzunluk olmak tizere, her-
hangi bir (b,c) swraly ikilisi igin, x ekseninde bir ve tek bir B igin, y
ekseninde bir ve tek bir C igin, dizlemde bir ve tek bir A i¢in

O? =D, O? =,
ve ABOC paralelkenardar.

Tanim 81. Teorem 8o’de b, A noktasinin z koordinatidir, ve ¢, A
noktasinin y koordinatidir. Sekil 15’teki gibi B noktasina b yazlabilir,
ve C noktasina c yazilabilir.

Soz 82. Sekil 16’daki koordinatlar: (b, ¢) olan nokta hiperboldeyse, ko-
ordinatlar1 (b, —c¢), (—2a — b,¢), ve (—2a — b, —c) olan noktalar1 da
hiperboldedir.

Teorem 83. Denklemi 2ay® = 2alx + x> olan hiperbolii verilsin, ama
yeni st eksenlert secilsin. Eger

'Eger A zaten bir eksendeyse ABOC paralelkenar1 “dejenere” olacaktir. Ornegin
A, x eksenindeyse B, A noktasidir ve C, O noktasidir.

24
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Sekil 15: Koordinatlar

e s ekseni, x eksenidir, ve
e t ekseni, hiperboliin merkezinden gecer ve y eksenine paralel ise,
o zaman yeni st eksenlerine gore hiperboliin denklems,

2at* = 0s® — la®.
Teorem 84. Isaretli uzunluklarn orana
a:bic:d < ad=1bc
kuralina gére tamymlanabilir. Oranlarin toplama
(a:c)+(b:c)(a+d):c
kuralina gére tanvmlanabilir.
S6z 85. Simdi oranlar: sayilar gibi kullanabiliriz.

Tanim 86. a : a orani

olarak yazilsin, ve a : b orani
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Sekil 16: Tkinci dali ile 2ay? = 2alz + £z hiperbolii

veya a/b bi¢iminde yazilsin. O zaman hiperboliin 2ay® = 2afz + (x>
denklemi

l
y? =lx + —a?
2a

bigiminde yazilabilir. Bu denkleme A pollonius denklemi diyelim. Te-
orem 84’e gore, farkl eksenlere gore, hiperboliin 2ay? = fz? —fa? denk-
lemi de vardir; bu denklem

$2 y2

— =1
a?  la/2

bi¢ciminde yazilabilir. Bu denkleme merkez denklemi diyelim.

3.2 Dik eksenler

Teorem 87. Parabolde ¢apa paralel olan her dogru, yeni bir captir.
Sekil 17°deki gibi
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Sekil 17: Paraboliin yeni ¢ap:

1) ABC egrisi, ¢apt FE ve kdgesi A olan parabol,
2) BD ve CE ordinat,
g3) FA= AD, ve
4) BG || FE, CH | BF
olsun. Asaqidaki isaretli uzunluklar: tanimlansin:

AD = a, AE =z, BH =s,
DB =, EC =y, HC =1,

Paraboliin dikey kenarinin uzunlugu £ ise

m _c

o
olsun. O zaman

y? =tz

oldugundan
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Teorem 88. Paraboliin bir (ve tek bir) ¢apr icin ordinatlar ¢apa diktir
(yani Tanwm 45’°teki gibi paraboliin ekseni ve tek bir ekseni vardar).

Teorem 8g. Hiperbolin merkezinden gecen wve hiperbolii kesen her
dogru, hiperboliin yeni bir ¢apidur. Sekil 18°deki gibi

C

o

D GAE L F

Sekil 18: Hiperboliin yeni ¢ap1

1) ABC egrisi, merkezi D olan ve ¢apr DF olan hiperbol,
2) BE ve CF ordinat,

3) DG:DA:: DA: DE,

4) CH || BG, HK | DA, HL | BE
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olsun. Asagidaki isaretli uzunluklar tanimlansin:

DF—2, DH=s, DE—=c, DA=—a DB=/
F?:% Iﬁ:t, Eﬁzd, @:e, @:g.

Sekil 19°a bakwn.) Hiperboliin dikey kenarinan wzunlugu £ ve 20 = fa
( 9 y g

18€
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oldugundan

52 12

R —

2 gic/e
Teorem go. Hiperboliin bir (ve tek bir) cape icin ordinatlar ¢apa diktir,
yani hiperboliin bir (ve tek bir) ekseni vardar.

3.3 Uzaklhk

S6z 91. Dik iicgenle 22 = a? 4 b? denkleminin ¢6zi{imii bulunabilir.

Tanim 92. 22 = a? + b? denkleminin (pozitif) ¢éziimii

Va2 + b2,

Tanim g3. Eksenler verilirse, “koordinatlar (a,b) olan nokta” ifadesi-
nin yerine “(a, b) noktas1” diyebiliriz.

Teorem 94. Eksenler dik ise (a,b) noktasinin (c,d) noktasindan uzak-

lugn
Ve —c)2 4 (b—d):2.

Tanim g5. Eksenler dik ve a # ¢ ise ucu (a, b) ve (¢, d) olan dogrunun
egimi

b—d

a—cC

S6z 96. Tanim g5’te eksenlerin dik olmasi gerekmez ama normaldir.

Teorem g7. Paralel dogrularin egimleri aynidwr. Dik eksene gore, a #
c ise (a,b) ve (¢,d) noktalarindan gegen ugsuz dogrunun noktalars,

d—b

cC—a

y = (x—a)+b

denklemini saglayan noktalaridir. Egimi e/ f olan ve (a,b) noktasindan
gecen ugsuz dogrunun noktalars,
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denklemini saglayan noktalaridir. y eksenine paralel olan ve (a,b) nok-
tasindan gecen ucgsuz dogrunun noktalari,

T=a

denklemini saglayan noktalaridir.

S6z 98. Su anda Descartes’in ortaya koydugu uylagim uygundur:
Tanim g9. Bir birim uzunlugu segilirse,

1

olarak yazilabilir. Eger a - b = ¢ - 1 ise, o zaman ab alani ¢ olarak
anlagilabilir. Bu gekilde alan, hacim, oran—her gey bir uzunluk olur.
Ozel olarak egim, bir harf ile yazilabilir.

Teorem 100. Dik eksenlere ve birim uzunluguna gire y eksenine pa-
ralel olmayan dogrunun denkligi

y=mzx+b
bigiminde yazlabilir, ve bunun gibi her denklem, egimi m olan ve (0,b)
noktasindan gecen dogruyu tanwmlar. Benzer sekilde a # 0 veya b # 0
ise (yani a® + b2 # 0 ise)
ar+by+c=0

denklemi bir dogru tanwmlar, ve her dogrunun denklemi bu sekilde ya-
zlabilir.

Tanim 101. Sekil 20’de ZBAC dik ise

CoOsx = —.
c

Burada «, Z/BAC agisimin esitlik sinifi olarak anlagilabilir, ve cos «,
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Sekil 20: Kosiniis tanimi

acinin kosiniistidiir. Dik aginin 0l¢iisii

s

5"
O zaman
T

Z_0
0052 ,

ve [ genis ag1 ise
cos 8 = — cos(m — f3).

Teorem 102 (Kosiniis Teoremi). Sekil 21’de

a’® = b2 + 2 — 2bccos a..

«

A ¢ B A ¢ B

A

Sekil 21: Kosiniis Teoremi
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Tanim 103. Dik eksenlere gore
(a,b) - (¢,d) = ac + bd,
(@, )| = V/(a,b) - (a,) = Va? + .

(a,b) noktasi, (0,0) baglangig noktasindan (a, b) noktasina giden yonlii
dogru olarak anlagilabilir.

Teorem 104. Dik eksenlere gire (a,b) ve (¢,d) arasindaki agi 0 ise
(@,0) - (¢, d) = [[(a,b)[| - [ (¢, d)] - cos .
Teorem 105 (Cauchy-Schwartz Esitsizligi).
(ac+bd)?* < (a® + V%) - (¢ + d?).

g >01
Tanim 106 (mutlak deger). |a| = {a, e%er ¢ ?se,
—a, eger a <0 ise.

Teorem 107. Dik eksenlere ve birim uzunluguna gére (s,t) noktasinin
ax + by + ¢ = 0 dogrusuna uzaklhg

|as + bt + |
Vaz+0?

3.4 Dik eksenlere gore koni kesitleri

Tanim 108. a # 0 ise

— =0
(0.¢]

S6z 109. Simdi £ > 0 ve a # 0 ise, dik eksenlere gore,

2 2
=lr — —

y T 5 2

Apollonius denklemi, ekseni = ekseni olan ve kdgesi baglangi¢ noktasi

olan
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e ¢ < 0 durumunda hiperbolii,
e a = oo durumunda parabolii,
e ¢ > 0 durumunda elipsi

tanimlar. Sekil 22’ye bakin.

Sekil 22: 2 = x — 22 /2a koni kesitleri

S6z 110. £>0ve a#0 (ve a # o0) olsun, ve

b>0, 2% = la
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olsun. O zaman dikey kenari ¢ olan, yanlamasina kenar1 2|a| olan mer-
kezli koni kesitlerinin merkez denklemi

1.2 y2

Sekil 23’e bakin.

Sekil 23: 2%/4 + y? = 1 koni kesitleri

Tamim 111. z%/a?—y?/b*® = 0 denklemi, 22 /a® —y?/b* = 1 hiperboliin
asimptotlarim tamimlar. Yani hiperboliin asimptotlary, y = £(b/a)z
dogrularidir.

Teorem 112. y? = lz + (£/2a)x? hiperboliin asimptotlarinin denklemi

N

Tanim 113. Denklemi y? = ¢z olan paraboliin odak noktasi

()
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ve dogrultman dogrusu

l
- =0.
1:—1—4

Teorem 114. Denklemi y? = ¢z olan paraboliin noktalar:, odak nok-
tasina ve dogrultmana uzaklige ayne olan noktalardar.

Tanmim 115. Denklemi 22 /a? —y?/b? = 1 olan hiperboliin odak nok-

talar1
(Va2 +b2,0),

(sirasiyla) dogrultman dogrular:

CL2

VaZ 2’

Tr =

ve digsmerkezliligi
Va2 +b?
—Y

Sekil 24’e bakm. Ayrica 0 < b < a ise denklemi x2/a? +y?/b? = 1 olan
elipsin odak noktalari

(£Va? —b2,0),

(sirasiyla) dogrultman dogrular:

ve digsmerkezliligi

Sekil 25’e bakin.
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Sekil 24: Hiperboliin odaklar1 ve dogrultmanlar:

Soz 116. Sekil 26’daki gibi merkezli koni kesitinin merkezi A, ve (mer-
kezin aym tarafinda olan) kogesi B, ve odagi C ise, ve dogrultmani,
koni kesitinin eksenini D noktasinda keserse, tanima gore koni kesiti-
nin digmerkezliligi AC' : AB, ama

AC : AB :: AB: AD,

dolayisiyla
BC :BD:: AC : AB,
ve sonug olarak koni kesitinin digmerkezliligi BC : BD.

Teorem 117. Merkezli koni kesitinin noktalar, bir odak noktasina ve
ona karsihk gelen dogrultman dogrusuna uzakliklariman oraniman dig-
merkezlilik oldugu noktalardir. Yani Sekil 27 ve 28’de (CB = C'B’ wve
BD = B'D’ oldugundan) asagqidaki kosullar denktir:

o FE noktasy koni kesitinde,
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—a

VaZ—b2

Sekil 25: Elipsin odaklar1 ve dogrultmanlar:

A D B C D B C

o e

Sekil 26: Odak ve dogrultman

e CE:FEF:CB:BD,
e O'E:EF' ::CB:BD.

Soz 118. BC : BD :: AB : AD :: BB’ : DD’ oldugundan merkezli koni
kesitinin E noktalar igin (ve sadece bu noktalar i¢in)

C'E+CE:EF +£EF :: BB :DD'.
Elipste EF' + EF = FF' = DD’, dolayisiyla
CE +C'E =BB.
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Sekil 27: Hiperboliin digmerkezlilik

Sekil 28: Elipsin digmerkezlilik

F/

D/
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D, B

AN

Sekil 29: Trigonometri (tiggen Slgmesi)

Hiperbolde E, soldaki daldaysa EF’ — EF = DD’, dolayisiyla

C'E—-CE = BB

3.5 Kutupsal koordinatlar

Tanim 119. Sayfa 32’deki Sekil 20’de ZBAC dik ise

. a a b

sina = —, tana = —, seca = —,

b c c

c c b
cosa = —, cota = —, csco = —.

b a a

S6z 120. Sekil 29’daki gemberin yarigap: birim ise
1
sin0:CD:§DE, tanf = AB, secd = OB.

Latince’de

e tangens, tangent-, “dokunan, teget” demektir;

e secans, secant-, “kesen” demektir;

e sinus, “koy, korfez” demektir.
Latince sinus’un matematiksel kullaniligi, Arapga’dan yanhs ¢eviridir.
Arapca’da
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D

Sekil g30: Agilarin 6lgiisii

e cayb, “koy, korfez” demektir;
e ciba, “siniis” demektir.

Tanim 121. Sekil 3o’da BOD ve COE dogrular birbirine dik ise ve
ZAOB = « ise
3n

4A00:a+g, ZAOD =a+m,  LAOE=a+*

Herhangi § a1 6lgiisii i¢in
f=pBt2n=p+t4n="--

Diizlemde O olmayan herhangi F' noktasi i¢in OF = r ve ZAOF =0
ise F' noktasinin kutupsal koordinatlari

(r,0) veya (—r, 60 £m).
F noktasimin dik koordinatlar1 (z,y) ise

sinf = =, tanf = =, sech = —,

cosf = —, cotf = —, cscl = —.

3|83 I
RN R
QLII |3
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3

7 cos 6 -

r
e= ———
p—+ rcosf

\

Sekil 31: Koni kesitinin kutupsal denklemi

Bir egrinin noktalarinin kutupsal koordinatlarinin sagladigi bir denk-
lem, egrinin kutupsal denklemidir.

Teorem 122. Dizlemde O olmayan bir noktanwn dik koordinatlar
(z,y) ve kutupsal koordinatlar: (r,0) ise

r? = a2 + 92, x =rcosb,
tanG:g7 y =rsinf.
x

Teorem 123. Cember olmayan, odag (0,0) olan, dogrultman: x+p =
0 olan, dismerkezligi e olan, koni kesitinin kutupsal denklemi

e
P (+)
(Sekil g1’e bakin.) Karsilik gelen dik denklem,

(1—e?)- 22 +y* = 2e%pa + *p2.
S6z 124. e = 1/p durumunda () denklemi

1

"= 1 —ecosb
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1

"= 1—-ecosb

Sekil g2: Digmerkezlige gore koni kesitleri
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A r = secl

r = cosf

Sekil 33: Cemberler ve dogru

olur. Baz1 durumlar Sekil 32’de goriiniir.
Teorem 125. (Sekil g3’ bakin.)

o r = cosf kutupsal denklemi, merkezi (1/2,0) olan ve yaricapr 1/2
olan ¢cemberi tanamlar.

e r = sin 6 kutupsal denklemi, merkezi (0,1/2) olan ve yaricapr 1/2
olan ¢emberi tamamlar.

e r =secl kutupsal denklemi, x = 1 dogrusunu tanimlar.

e r = csch kutupsal denklemi, y = 1 dogrusunu tanimlar.
Sdz 126. Sekil 33’te OA: OB :: OB : OC, ama OB = 1, dolayisiyla
OA-0OC =1.
Teorem 127. (Sekiller 34, 35, 36, ve 37 ’ye bakin.) Her n dogal sayist
i¢imn
r = cos(n#) ve r = sin(nh)

kutupsal denklemlerinin her biri,
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45

r = cos(20)

Sekil 34: 4-yaprakh giil
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r=cos(30)

Sekil 35: 3-yaprakh giil

0 =m/6

R P
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*F

r = cos(40) r = cos(50)

Sekil 36: 8- ve 5-yaprakli giiller

Q%Y

r=sin6 r = sin(26) r = sin(30)
r = sin(46) r = sin(50) r = sin(60)

Sekil 37: Giiller
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e n saysian ¢ift oldugu durumda 2n-yaprakle gili tanimlar.

o n saysinan tek oldugu durumda n-yaprakly gili tanymlar.

S6z 128. Sekil 38’de goriinen egriler, a € {0, i, %, %, 1, %, %} durumla-
rinda

r=a+cosf

kutupsal denklemi tarafindan tanimlanir. Bu egrilerin her birine li-
mason denebilir (Fransizca’da limacon, salyangoz demektir); a = 1
durumunda egri kardiyoid (kapdioedis, “kalp sekli” demektir).

Teorem 129. (+1,0) noktalarina uzaklhklarinin ¢arpima birim olan
noktalarin yeri,
r? = 2cos(20)

kutupsal denklemi tarafindan tamimlanr. (Sekil g9’a bakin.)

S6z 130. Teorem 129’da tanimlanan egriye lemniskat denir. Eski Yu-
nanca Anuviokos, “serit, kurdele” demektir. (Cagdas Yunanca kopSdéAla
vardir; Italyanca cordola vardir. Bunlar Eski Yunanca yopd7 kelime-
sinden gelir.)

3.6 Uzay

Tanim 131. Tanim 7g9’daki gibi zy eksenleri verilmis ise, onlarin O
kesisim noktasindan gegen ve onlarin diizleminde olmayan z ekseni
eklenebilir.

Teorem 132. Xyz eksenleriyle donatilmas uzayda, Teorem 8o’deki gibi
her A noktasi igin x ekseninde bir ve tek bir B i¢in, y ekseninde bir ve
tek bir C igin, z ekseninde bir ve tek bir D i¢in

e AB dogrusu, yz dizlemine paraleldir,

o AC dogrusu, xz diizlemine paraleldir,

e AD dogrusu, xy diizlemine paraleldir.?

2Dejenere durumda A zaten bir eksendedir.
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Sekil 38: Limasonlar
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Sekil 39: Lemniskat

Tam tersine b, ¢, ve d isaretli uzunluk olmak tzere, herhangi bir (b, ¢, d)
swraly tglisi i¢in, x ekseninde bir ve tek bir B i¢in, y ekseninde bir ve
tek bir C igin, dizlemde bir ve tek bir A igin

O?:b7 O?’zc, O?:d,

ve yukaridaki paralellik kosullary saglanar.

Tanim 133. Teorem 132’de b, A noktasinin z koordinatidir; ¢, A
noktasinin y koordinatidir; ve d, A noktasimin z koordinatidir.
“Koordinatlar1 (b, ¢, d) olan nokta” ifadesinin yerine “(b, ¢, d) noktas1”
diyebiliriz.

Teorem 134. Xyz cksenleri dik ise (a,b,c) noktasinin (d, e, f) nokta-
sindan uzaklgs

Vie—d)?+(b—e)?+ (e— f)2.
Teorem 135. Eger
a’ +b* #£0, c#0, d#0
ise, o zaman dik xyz eksenlerine gore

y2 _’_22 _ d2$2



3.7 Vektorler 51

denklemi, bir dik koninin yizeyini tanimlar, ve
ax +by=-c

denklemi, koniyi kesen bir dizlemi tanimlar. Bu sekilde bir koni kesiti
belirtilir.

S6z 136. Teorem 134’1 kullanarak Teorem 135’teki koni kesitinin 6zel-
liklerini kanitlanabilir. Ozel olarak kesitin rastgele noktasinin ordina-
tiin ve kargilik gelen absisin uzunluklar1 bulunabilir ve onlarin iligkisi
belirtilebilir. Ama Teorem 135’teki koni diktir, ve Teorem 52 ve 61’deki
koniler dik olmayabilir.

3.7 Vektorler

S6z 137. Tanim 67’de vektorler tamimladik. Bu tanim, uzayda da ge-
cerlidir.

Teorem 138. Yu zy dizleminde ya da xyz uzayinda her 1@ yonli
dogrusu i¢in, bir ve tek bir C' noktast i¢in

AB = 0C.

Tanim 139. Teorem 138 sayesinde “O? vektorii” ifadesinin yerine “C
vektorii” diyebiliriz. Ayrica bir vektor igin

¢

gibi bir ifade kullanilabilir: diizlemde ¢ bir (¢, c2) noktasim belirtir;
uzayda bir (c1, c2, c3) noktasimi belirtir. Vektorler toplanabilir ve ¢o-
galtilabilir:

(a1,a2,a3) + (b1, b2,b3) = (ay + b1, az + b2, az + b3),
a - (bl,bz,b3) = (abl,abg,abg).



52 3 Eksenler

Ayrica birbirini ¢arpabilir, ama sonug bir uzunluk, yani bir skalerdir:
(a1,az,a3) - (by,bz,b3) = a1by + azbz + azbs.
Diizlemde benzer tanimlar kullanilir. Ya diizlemde ya da uzayda

H_‘” a

= a -

)

Iki vektoriin agis1 vardir: nokta olarak vektorler A ve B ise vektorlerin
agist

ZAOB.
Eger @ ve b vektorleri birbirine dik ise (yani agis1 71/2 ise),
ilb
ifadesi kullamlabilir. Vektorler paralel ise (yani agis1 0 veya 7t ise)
alb
ifadesi kullanilabilir.
Teorem 140. Dik eksenlere gére bir a vektorinin uzunlugu
llall,
ve @ ve b vektérlerinin a¢ist 0 ise
@-b=|dl- b - cosb.

Ozel olarak
alb < d-b=0.

Sz 141. Teoremin kanit1, Kosiniis Teoremini (yani Teorem 102’yi) kul-
lanir. Soyut bir “i¢ ¢arpim uzayinda” Teorem 140, uzunluklarin ve agi-
larin tanimadar.



3.7 Vektorler 53

Teorem 142. Dik xyz eksenleriyle donatimus uzayda, sifir olmayan
bir a vektorine dik olan ve bir b noktasindan gecen diizleminin denklemi

a-(x,y,z)= @b
S6z 143. Uzayda bir diizlemin denklemi, a® + b? + ¢ # 0 olmak iizere
(a,b,¢) - (z,y,2) =d veya ar+by+cz=d

big¢iminde yazilabilir.

Teorem 144. Dik zyz eksenleriyle donatimas uzayda, bir c noktasimin
bir @ - (z,y,z) =d-b dizlemine uzaklifi
(€=

ja-(
llal

oL

Kanit. Eger b — & ve @ vektorlerinin acis1 @ ise istedigimiz uzaklik
[|¢ = bl[ - [cos 0],

yani (Teorem 140’a gore)

@ (¢—b)|

llal

oL

O

Sz 145. Teoremde diizlemin denklemi ax+by+cz = d ve nokta (s, ¢, u)
ise istenen uzaklik
las + bt + cu — d

va?Z +b% +c?

S6z 146. Eger d, 5, ve ¢ noktalar1 verilirse, sifir olmayan bir d icin
verilmig noktalardan gecen diizlem

-

d-(z,y,2)=d-a veya d-((z,y,2)—a@) =0
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bigiminde yazilabilir. O zaman d vektorii,

yani
(b1 —a1) -+ (b2 —az) - y+(bs—az)-z2=0
(c1—a1) - x+(ca—az2) y+(cz3—az)-z2=0

dogrusal denklem sisteminin sifir olmayan bir ¢oziimiidiir.

Tanim 147. Uzayda

o7 as a3 ayp ag| |1 az
“Xb<b2 bs|" " [br bs|’|b bQ)'
Burada
¢ Z‘ = ad — be.
Teorem 148. Uzayda
ixbla, axbLlb

Ayrica @ ve b vektérlerinin agist 0 ise
[l@ < bl| = [|a] - [[b]| - sin 6,

dolayisyla
allb < axb=0.

Séz 149. Sonug olarak (f) sisteminin bir ¢oziimii,
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Soz 150. Uzayda @- (z,y,2) = bve € (x,y, z) = d dizlemleri paraleldir
(veya aymidir) ancak ve ancak

— —

alleé.
Diizlemler parelel degilse, bir dogruda kesigir. Bu durumda dogru a x ¢
vektoriine paraleldir. Dogru bir € noktasindan gegerse, dogrunun her
noktasi

g+t-(@xb)
bi¢iminde yazlabilir. Simdi @ X b olsun. Dogrunun parametrik

= f

denklemi .
Bu denklem
r=e + f1t
y=ez+ fat
z=e3+ fat

bigiminde yazilabilir. Buradan iki diizlemin denklemleri ¢ikar, ve her
birinde, degiskenlerin biri gériinmez. Ornegin fi fofs # 0 ise

Xr — ey Yy — €2 Z — €3

i I3
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