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Giris ve Ozet

Onerme formiilleri, kisaca formiiller, cok karmasik olabilir;
ama daha basitleri, matematikte ve matematik diginda her
zaman kullandigimiz ciimlelerin bi¢imlerini gosterir.

Bir formiil, bir polinom gibidir. Bir polinomun degigkenle-
rine sayisal degerler verince polinomun degerini hesaplayabili-
riz. Bir 6nerme formiiliiniin degigskenlerinin degerleri, ya dog-
ruluk ya da yanlshk, kisaca 1 veya 0, olabilir. Bir dogruluk
gondermesi bu degerleri secer ve formiiliin degerini verir. Bir
formiiliin degiskenlerinin ve formiiliin kendisinin tiim olas1 de-
gerleri, formiiliin dogruluk tablosunda gosterilir.

Eger iki formiiliin, her dogruluk gondermesi altinda degeri
ayni ise, o zaman formiiller birbirine denktir. Denklik ~ ile
ifade edilebilir. Ornegin

- (P AN (Q < 0) P ANQV 1 = Q
1 00 0 1 O 00 011 1 0
0 11 0 1 0 1 1 01 1 0 O
1 0 0 1 0 0 0 O 111 1 1
1 1 0 1 0 0 1 1 111 1 1

dogruluk tablolarina gore
~(PAQ©0) ~PA@QVI)—Q.

Verilen iki formiilde
e P ve (), onerme degiskenidir;
e 0,1, -, A, V, —, ve <>, baglayicidir.



Ayrica

0) 0 ve 1, sifir-konumlu veya sabittir;

1) -, bir-konumludur;

2) A, V, =, ve <, iki-konumludur.

Onerme formiillerinin dzyineli tamminin agsagidaki dort
parcasi vardir.

0. Her e sabiti, bir 6nerme formiiliidiir.

1. Eger F', bir 6nerme formiilii ise, o zaman

-F

ifadesi de bir 6nerme formiilidiir.
2. Her x iki-konumlu baglayicisi ic¢in, eger F' ve (G, 6nerme
formiilleri ise, o zaman

(F *@G)

ifadesi de bir énerme formiiliidiir.
3. Her 6nerme degigkeni, bir énerme formiiliidiir.
Degigsken olmayan her formiiliin anabaglayicis1 vardir:
0) Bir e formiiliinde e,
1) bir =F formiiliinde —,
2) bir (F % G) formiiliinde x,
formiiliin anabaglayicisidir. Degigsken olmayan her formiiliin
tek anabaglayicisi oldugu, onemli bir teoremdir, ama ilk oku-
nusta teoremin kanit1 atlanabilir.
Kisaltma ic¢in bazi formiillerden ayraglar silinebilir. Dig ay-
raclar her zaman silinebilir; ayrica
e A ve V baglayicilarl, — ve <> baglayicilarindan daha
giicli sayilir (6rnegin F A G — H demek (FANG) — H
demektir);
e ayni iki-konumlu baglayicinin iki ge¢isinden, sagdaki
daha giicliidiir (6rnegin F' — G — H demek F — (G —
H) demektir).
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Bir formiilde her simge
e ya bir degiskendir,
e ya da formiiliin bir ve tek bir altformiiliiniin anabag-
layicisidir.

Formiiliin dogruluk tablosunda, formiiliin

e degiskenlerinin degerleri, degiskenlerin altinda,
e degisken olmayan altformiillerinin degerleri, altformiille-
rin anabaglayicilarinin altinda,

yazilir.

Bir sabit veya bir degigsken olmayan bir formiil, bilegik bir
formiildiir. Bilegik formiillerin dogruluk tablolari, Sekil 1’deki
kurallar ile hesaplanabilir.

Iki formiiliin denk oldugunu formiillerin dogruluk tablolarini
hesaplamadan, sadece basit denklikler kullanarak adim adim
gosterebiliriz. Ornegin

-(PA(Q+0))
~=(PA-Q)
~=PVQ
~P—=Q
~PAN1—=Q
~PAQV]) —Q.

Bir I formiiller kiimesi ve bir F' formiilii i¢in eger ['nin her
elemaninin dogru oldugu zamanda F dogru ise, o zaman I,
F’yi gerektirir. Gerektirme F ile ifade edilebilir. Bir gerek-
tirme

e ya dogruluk tablolar:
e va da bi¢imsel kanat

8 Onermeler Mantig



10Z() oA SLIIE)

TD[OULIOUO IS T [I2§

onerme cins
S0z simge Thirkece Ingilizce
F ve G F NG  tiimel-evetleme  conjunction
F veya G FVvG  tikel-evetleme disjunction
Fise G F—G kosgullu conditional
F ancak ve ancak G F <> G karsilikhi-kogullu  biconditional
F degil -F degilleme negation
P Q/PNQ PVQ P—Q P+Q
0 0 0 0 1 1 P|-P
10 0 1 0 0 0] 1
0 1 0 1 1 0 110
1 1 1 1 1 1




ile gosterilebilir. Ornegin

P - R|- R — Q|P VvV = Q

o 1 01 0 0 O0j0 1 1 O

1 0 01 0 0O O0Oj1 1 1 O

0o 1 01 0 1 1|0 0 0 1

1 0 01 0 1 11 1 0 1

0o 1 140 1 1 0j0 1 1 0

1 1 10 1 1 O}1 1 1 0

0o 1 140 1 1 1|0 0 0 1

11 1{0 1 1 1|1 1 0 1

dogruluk tablolarindan
P—-R, -R—Q, PV-QFR.
Ayrica bigimsel kanit ile

(1) P — R, [hipotez]
(2) PV R, [~ (1)]
(3) R — Q, [hipotez|
(4) RVQ, [~ (3)]
() QV R, [~ (4)]
(6) (=PVR)A(QV R), [(2) & (4)]
(7) (=P AQ) VR, [~ (6)]
(8) ~(PV-Q)V R, [~ (7)]
(9) PV -Q, [hipotez|
(10) R. [(8) & (9)]

Bu bigimsel kanitta her satir
e ya bir hipotezdir (veya varsayimdir),
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e ya da Once gelen satirlar tarafindan gerektirilir.
Bu sekilde eger I' sonlu ve I' E F' ve ' ise, o zaman bu gerek-
tirme i¢in bi¢imsel kanit vardir. Bigimsel kanitlarimizin adim-
larinin kolaylikla anlagilmasini isteriz.

Eger bigimsel kanitlarda ¢nce gelen satirlardan yeni satirlar
elde etmek igin kesin ¢ikarim kurallar: verirsek, bir big¢imsel
dizgey: tanimlariz. Bir dizgenin tam olmasini isteriz; bu du-
rumda her gerektirme igin bigimsel bir kanit vardir.

Tikizlik Teoremi sayesinde, eger I' F F' ise, o zaman [''nin
sonlu bir altkiimesi F’yi gerektirir.

Tikizlik ve tamlik, ilk okunugta atlanabilir.

Giris ve Ozet 11
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1. Onermeler

Bir 6nerme (proposition), belli bir durumda dogru veya yanlis
denebilen bir cimle veya timcedir.

1. Ciimleler veya tiimceler (sentences), giinliik dilden bili-
nir. Cagdag matematikte bazen bir climle, simgeler listesi ola-
rak yaziliyor, érnegin

Ve dyzxy =e.

Bu 6rnek, “Her sayinin tersi var” climlesinin bir kisaltmasi ola-
rak anlagilabilir.

2. Bir durum (situation), matematikte ¢ogunlukla bir ya-
pidir (structure). Ornegin carpma islemi ve bir elemani ile
sayma sayilari, (N, x, 1) olarak yazilabilen yapi olusturur. Ozel
olarak N = {1,2,3,...}. Benzer gekilde (Q, x,1), (w,+,0),

e (Z,4+,0) yapilar vardir. Burada Q" kiimesinin elemanlari,
pozitif kesirli sayilardir; w (omega), {0,1,2,...} dogal sayilar
kiimesidir; ve Z'nin elemanlar1, tamsayilardir. Oklid geomet-
risinde bir durum, sayfa 17’deki Sekil 4’teki gibi bir harfli
diyagramdan (lettered diagram [7]) anlagilabilir.

3. Dogruluk (truth) ve yanhghk (falsity), 6rneklerden an-
la§1hr “Her sayimin tersi var” onermesi,

e (N, x,1) yapisinda yanlstr,
e (Q, x,1) yapisinda dogrudur,
o (w, + O) yapisinda yanlhgtir,
e (Z,+,0) yapisinda dogrudur.

Dogruluk ve yanlighk, sirasiyla

1

’
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ry vy xty
00 O 0
1 0 0 1
01 0 1
11 1 0

Sekil 2. Modiil 2’ye gore hesaplamalar

olarak yazacagiz; bunlar dogruluk degerleridir (truth val-
ues). Bagka kaynaklarda 1 ve 0’ yerine D ve Y, ya da T ve
L isaretleri kullanilabilir. Belli bir durumda, bir énerme dogru
ise, o 6nermenin o durumdaki dogruluk degeri 1’dir; yanls ise,
onermenin durumdaki dogruluk degeri 0’dir.

Sonug¢ olarak her ® durumu, bir dogruluk goéndermesi
(truth function) belirtir [6, s. 60—1]. Bu génderme, her 6nermeyi
©’deki dogruluk degerine gonderir. Mesela dy, (N, x, 1) yapisi
tarafindan belirtilen dogruluk géndermesi olsun. O zaman

dy(“Her saymin tersi var”) = 0.

Eger do, (QT, x, 1) yapisi tarafindan belirtilen dogruluk gon-
dermesiyse, o zaman

dy(“Her sayimin tersi var”) = 1.

Sifir ve 1 dogruluk degerleriyle, Sekil 2’deki gibi modiil 2’ye
gore hesaplamalar yapilabilir. Aslinda 0 ve 1, Zs halkasini ve
ayni zamanda Fy cismini olusturur, ve bu halka veya cisimde
0 ve 1 ile hesaplamalar yapilir.

14 Onermeler Mantig



2. Bilesik Onermeler

Verilmig 6nermeler tarafindan

e “ve, veya, ancak” ve “eger” baglaglar1 (conjunctions),

e “ise” ve ““ma/-me” ekleri (affixes), ve

e “degil” belirteci (adverb)
ile bilegik 6nermeler (compound propositions) olugturulabilir.
Her birinin dogruluk degeri, olusturan énermelerin degerlerin-
den kullanilan baglag, ek, veya belirtece gore bulunur.

2.1. Tiimel-evetlemeler
Mesela iki 6nermemiz olsun, ve onlara P ve @ (“kii”) diye-
lim. O zaman “P ve ()7 6nermesini yapabiliriz. Eger P dogru

ve () dogru ise, o zaman “P ve ()7 6énermesi dogrudur; diger
durumlarda yanligtir. Bilesik “P ve ()7 O6nermesini

PAQ

olarak yazalim: boyle bir 6nerme, bir tiimel-evetlemedir
(conjunction). Her d dogruluk géndermesi igin

d(P)-d(Q) = d(P N Q),

ve tiimel-evetlemenin olasi degerleri, Sekil 3’in (a) sikkindaki
dogruluk tablosunda (truth table) gosterilebilir.

15



P Q|PANQ P Q|P—Q
0 O 0 0 O 1
1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 1
1 1 1 1 1 1
(a) Tiimel-evetleme (b) Kosullu

Sekil 3. Dogruluk tablolar:

2.2. Kosullular

Birgok 6nemli matematiksel 6nerme “Eger P ise, o zaman )"
(kisaca “P ise ”) bi¢imindedir. Béyle bir 6nerme kosulludur
(conditional) ve

P—=Q

seklinde yazilabilir. Tek-saph okun yerine iki-sapli = oku kul-
lanmilabilir; 6zellikle eski kitaplarda D isareti de kullanir. Eger
P yanlis veya () dogru ise, o zaman P — () 6nermesi dogrudur;
diger durumda P dogru, ama () yanhs, ve P — ) yanhstir.
Bu sekilde her d dogruluk géndermesi ic¢in

eger d(P) =0veya d(Q)=11ise, 1 | _
eger d(P)=1ve d(Q) =01ise, 0 } =d(P — Q).

O zaman kontrol edebildiginiz gibi
d(P— Q)=1+d(P)+d(P)-d(Q).

P — @ dnermesinin dogruluk tablosu Sekil 3’tin (b) sikkinda-
dir. Ornegin Oklid’in 6. 6nermesine bakalim [8]:

Eger bir iiggenin iki acis1 birbirine egit ise,
esit acilarin gordiigii kenarlar da egittir.

16 Onermeler Mantig



B C B D
(a) Bir iiggen (b) Bir doértgen

Sekil 4. Harfli diyagramlar

Sekil 4’in (a) sikkindaki ABC' {iggenini bir yap: olarak diisii-
nebiliriz, ve bu yap1 i¢in, bir d dogruluk gondermesi vardir.
Simdi
e P “B kogesindeki ag1 C' kogesindeki agiya esittir” oner-
mesi olsun;
e (), “AC kenar1 AB kenarina egittir” énermesi olsun.

Bu durumda Oklid’in 6. nermesine gore d(P — Q) = 1.

Algtirma 1. Yukaridaki P ve @ i¢in, 6yle bir yap: bulun ki,
bu yapida d(P — Q) = 0 olsun. ([pucu: C kosesindeki ac
AC'B agis1 olmayabilir, ¢iinkii incelenen yapi bir iiggen olma-
yabilir. Sekil 4’tin (b) sikkina bakin.)

Oklid’in yukaridaki énermesinin kendisi, evrensel veya tii-
mel (universal) bir 6nermedir, ¢iinkii her tiggen hakkindadir.
Eger tekrar ABC, Sekil 4’iin (a) sikkindaki gibi bir {iggen ise,
o zaman yukaridaki P — @ onermesi, Oklid’in 6nermesinin
bir 6zellemesidir [3, s. 139] (instantiation).

2. Bilesik Onermeler 17



2.3. Diger bilesik 6nermeler

Dogruluk tablolariyla, kullanacagimiz tiim bilesik 6nermeler,
sozciikler ve simgeler olarak Sekil 1’dedir.

Her d dogruluk gondermesi i¢in agagidaki hesaplamalar ya-
pilabilir.

d(~P) =1+ d(P),
d(P < Q) =1+d(P)+d(Q),
d(PV Q) =d(P)+d(Q) + d(P) - d(Q).

Her A, V, —, >, veya — isaretine baglayici (connective) deriz.
Hatirlamaya yardimci olarak

e Latince VEL baglaci, “veya” (V) demektir;

e Ingilizce AND baglaci, “ve” (A) demektir.
Ayrica kiimeler kuraminda A ve B kiimeyse

e r € AUB, x € AV x € B demektir;

e t € ANB, xz € ANz € B demektir.
Daha sonra 0 ve 1 bile baglayici olarak sayilacaktir. Bagka
kaynaklarda

e P A (Q ifadesinin yerine P & () veya P. Q),

e P — () ifadesinin yerine P = @) veya P D (),

e P + () ifadesinin yerine P < @ veya P = @, ve

e — P ifadesinin yerine ~P veya P’
goriilebilir.

2.4. Tikel-evetlemeler

Oklid’in 13. énermesi (daha dogrusu, onun ézellemesi), PV Q
bigiminde yazilabilir. O 6nerme asagidaki gibidir:

Bir dogru bir dogrunun tizerine konulursa yaptig: acilar,

18 Onermeler Mantig



A B C A B
(a) Dogrunun tizerine dogru (b) 1ki bitisik a1

Sekil 5. Oklid’in 13. ve 14. 6nermeleri

ya iki dik acidir
va da iki dik agiya egittir.

Sekil 5'in (a) sikkinda ABC' bir dogru olsun, ve BD bagka
bir dogru olsun. Bu durumun dogruluk géndermesi d; olsun.
Simdi
o P “ABD ve CBD acilar diktir” 6nermesi olsun, ve
e (), “ABD ve C'BD acilan iki dik aciya esittir” onermesi
olsun.
O zaman Oklid’in 13. 6nermeye gore

ya di(P)=1yadad;(Q) =1.

2.5. Birlestirilmis bilesik 6nermeler

Bir 6nermede birden fazla baglayict bulunabilir. Aslinda Ok-
lid’in 13. 6nermesi boyle diigiiniilebilir. Sekil 5’in (b) sikkin-
daki gibi ABD ve DBC bitisik agilar olsun, ve bu durumun
dogruluk gondermesi dy olsun. Ayrica

e P ve (), yukaridaki gibi olsun,

e [ PV @ 6nermesi olsun, ve

e R “AB ve BC dogrular1 dogrusaldir” énermesi olsun.

2. Bilesik Onermeler 19



B C E F
Sekil 6. Iki iicgen

O zaman Oklid’in 13. énermeye gore do(R — F) = 1. Ustelik
e 14. 6nermeye gore do(Q — R) = 1;
e dik agimn tanimina gore dy(P — R) = 1.

O zaman dy(F — R) = 1. Sonunda, tiim bunlara gore

Bagka bir 6rnek icin, Oklid’in 4. énermesine bakalim:

Iki ticgenin iki kenar1 iki kenara esit olursa
(her biri birine)
ve agl aglya esit olursa (yani egit dogrular tarafindan igerilen)
hem taban tabana egit olacak,
hem iiggen iiggene esit olacak,
hem de geriye kalan agilar geriye kalan agilara esit olacak
(her biri birine, yani egit kenarlar1 gorenler).

Bu 6nerme, F — G bigimindedir, ama F' ve G Onermelerin
kendisi de bilegiktir. Aslinda Sekil 6’y1 kullanarak

Py, “AB kenar1 DFE kenarina esittir” énermesi olsun,
Py, “AC kenar1t DF kenarina esittir” 6nermesi olsun,
P, “BAC agis1 EDF agisina esittir” 6nermesi olsun,
Py, “BC kenar1 EF kenarina esittir” 6nermesi olsun,
Ps, “ABC {iggeni DEF {i¢genine egittir” 6nermesi olsun,
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o P, “ABC ac¢is1t DEF agisina egittir” onermesi olsun, ve

o P “ACB agis1t DFE agisina esittir” onermesi olsun.
Ayrica

e [ PP \ P, N\ P3 6bnermesi olsun, ve

e (G, P, \ Ps \ Ps A\ P; 6nermesi olsun.
ABC ve DEF f{iggenleri i¢in bir d3 dogruluk géndermesi var-
dir, ve Oklid’in 4. 5nermeye gore ds(F — G) = 1, yani d3(F) =
0 veya d3(G) = 1. Ustelik d3(F) = 1 ancak ve ancak

dg(Pl) = dg(Pg) = d3(P3) = 17
ve d3(G) = 1 ancak ve ancak

Bilegik bir 6nermenin baglayicilarindan sadece biri, 6nerme-
nin anabaglayicisidir (main connective). Tekrar Oklid’in 13.
ve 14. Onermeleri 6rnegine bakin. Orada R — F Onermesi-
nin anabaglayicisi, — baglayicisidir. O énermede V baglayicisi
bulunur, ¢linkii F’de bulunur, ama V, R — F Onermesinin
anabaglayicist degil, I’ 6nermesinin anabaglayicisidir.

F 6nermesinin P V @) oldugu R — F Onermesi, su anda
R — PV (Q olarak yazilamaz, ¢linkii bu ifade, 6nermenin ana-
baglayicisimi gostermez. Simdilik 6nermemiz

R— (PVQ)

gibi bir ifade olarak yazilabilir, veya Sekil 7'nin (a) sikkindaki
agag (tree) olarak cizilebilir.

Py AN P, A P3 6nermesinin anabaglayicisi bir A baglayicisidir,
ama hangisi? Bu dnermede A baglayicisinin iki gegisi (occur-
rence) |5, s. 65| vardir. Hangisinin anabaglayici oldugu fark
etmez. (Neden?) Kesinlik i¢in son gegis olsun diyelim. O za-
man

2. Bilesik Onermeler 21



SN N
P/ \Q R/ \P

(a) R— (PVQ) (b) (R—>P)VQ

Sekil 7. Agag olarak onermeler

Py A\ Py A\ Py demek Py A (P> A P3) demektir.
Aym sekilde
P4/\P5/\P6/\P7, P4/\(P5/\(P6/\P7)) demektir.

Ancak P — () — R Onermesindeki — baglayicisinin hangi
gegiginin 6nermenin anabaglayicisi oldugu énemlidir. (Neden?)
Tekrar son gecis olsun diyelim:

P — @ — R demek P — () — R) demek olsun.

22 Onermeler Mantig



3. Onerme Formiilleri

3.1. Ozyineli tanim

P, @, ve R gibi Latin harfleri, ve P, ve P, gibi bilegik simgeler,
gergekten 6nermeler degil, 5nerme degiskenleridir (proposi-
tional variables). Asagidaki doért kurali kullanarak, 6nerme de-
gigkenlerinden, baglayicilardan, ve ayraglardan énerme for-
miillerini (propositional formulas) olugtururuz:

1. Her 6nerme degigkeni, bir énerme formiiliidiir.

2. Eger F' ve (G, 6nerme formiilleriyse, o zaman

(FANG), (FVG), (F—=G), (F+G)

ifadeleri de 6nerme formiilleridir.
3. Eger F', 6nerme formiiliiyse, o zaman

—F

ifadesi de bir onerme formiiliidiir.
4. Ayrica

0, 1

simgeleri, 6nerme formiilleridir.
Ornegin

P, (PAQ), (RV1),
(PAQ) = (RVI),  =((PAQ) = (RV1),
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(=((PAQ) = (RV1)) < 0)

ifadeleri, 6onerme formiilleridir.
Her baglayici icin, bir ve tek bir n dogal sayisi i¢in, baglayici
n-konumlu (n-place) veya n-lidir (n-ary):
e A, V, =, ve <, iki-konumlu (two-place) veya ikilidir

(binary);

e —, bir-konumlu (one-place) veya birlidir (singulary,
“unary”);

e 0 ve 1, sifir-konumlu (zero-place) veya sifirlidir (null-
ary).

Sifirh bir baglayici, bir sabittir (constant).
Formiillerin tanimindaki gibi, formiiller gostermek igin

F, G, q, K, L

Latin harflerini kullaniyoruz. Bu harflerin hi¢ birinin kendisi
formiil degildir, formiil igin dizimsel degiskendir |5, s. 49|
(syntactical variable |2, s. 60]). Benzer sekilde bir iki-konumlu
baglayici i¢in dizimsel degisken olarak

% I

(yani yildiz [star, asterisk|, kama |[dagger, obelisk|) isaretlerini
kullanacagiz, ve bir sabit i¢in

e

harfini kullanacagiz. O zaman tanima gore

(1) Onerme degigkenleri,

(2) (F'*G),

(3) ~F, ve

(4) e
bi¢imli ifadeler, 6nerme formiilleridir. Bu tiir tanimlara 6zyi-
nelemeli, 6zyineli, veya yinelgen |5, s. 149] (recursive) tanim
denir.
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3.2. Anabaglayicilar
Bilesik formiiller,

(F*@G), —F, e

bi¢imli formiillerdir. (Bir sabit bile bilesik sayilir.) Bunlarin
anabaglayicilari, sirasiyla

*, -, e

baglayicilaridir. Her formiiliin tek anabaglayicisinin oldugunu
kanitlayacagiz.

(F * G) bigimli formiillerine ikili bilegikler (binary com-
pounds) diyelim. O zaman her bilegik formiil ya bir sabit, ya
da bir degilleme, ya da bir ikili bilesiktir. Ayrica

e sabit formiiller sabit ile,

o degillemeler — ile,

e ikili bilesikler ayrag ile
baglar. O zaman

e bir sabit, ne degilleme ne ikili bilesik olabilir;

o degilleme, ikili bilegik olamaz.
Sonunda ikili bir bilegigin tek bir gekilde ikili oldugunu kanit-
lamaliyiz. Onerme formiillerinin tanmimi 6zyineli oldugundan
tiimevarim (induction) yontemini kullanabiliriz.

Teorem 1. Eger bir (F x G) formili bir (H 1 K) formdiliyle
ayni ise, o zaman F ve H formaiilleri de birbiriyle aynidar.

Kamit. Bir 6nerme formiiliiniin sonuna yeni simgeler eklenerek
yeni 6nerme formiiliiniin elde edilemeyecegini gostermek yeter.
Aslinda her L formiilii i¢in

e hem sonuna yeni simgeler eklenerek
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e hem de sonundan simgeler kaldirilarak
yeni bir 6nerme formiiliiniin elde edilemeyecegini gosterecegiz.

1. L bir 6nerme degiskeniyse, iddiamiz dogrudur.

2. Tiimevarim hipotezi olarak L’nin ya F' ya da G formili
oldugu durumda iddiamizin dogru oldugunu varsayalim. Simdi
L, bir (F'*G) formiilii olsun. Miimkiinse, sonuna yeni simgeler
eklenerek veya sonundan simgeler kaldirilarak yeni bir formiil
gikarilsin. Bu formiil (H 1K) bigiminde olmahdir, ¢iinkii ayrag
ile baglar. Eger F' ve H birbiriyle ayniysa, o zaman ya (G, K'nin
bagindan bir pargasidir, ya da K, G'nin bagindan bir parcgasi-
dir. Varsayimimiza gore bu miimkiin degildir. Ayni sekilde F
ve H birbirinden farkl olamaz. Boylece L bir (F' % G) formiilii
ise, iddiamiz dogrudur.

3. Benzer gekilde L formiiliiniin bir F' formiilii oldugu za-
manda iddiamiz dogru ise, L formiiliiniin —F formiilii oldugu
zamanda da dogrudur.

4. L ya 0 ya da 1 ise, iddiamiz dogrudur.

Boylece her durumda iddiamiz dogrudur. O

Aligtirma 2.
(a) Her (F x ) formiilii sadece

FxG

olarak yazilirsa, Teorem 1’in yanlhg oldugunu gosterin.

(b) Her (F * G) formiilii
(FxG

olarak yazilirsa, teoremin hala dogru oldugunu gésterin.
(¢) Her (F * G) formiili

FxQ)

olarak yazilirsa, teorem hala dogru mudur?
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altformiil anabaglayicis

<—|((P/\Q)—>(R\/1))<—>0) o
~((PAQ) = (RV 1)) -
(PAQ)— (RV1)) —
(PAQ) A

P (yok)

Q (yok)
(RAT) A

R (yok)
1 1
0 0

Sekil 8. Bir formiiliin altformiiller ve anabaglayicilar:

3.3. Altformiiller

Bir 6nerme formiiliiniin altformiilleri (subformulas) agagidaki
kurallara uyar.
e Her 6nerme formiilii, kendisinin altformiiliidiir.
e F’nin veya G'nin altformiilii olan her formiil, (F * G)
formiiliiniin bir altformiiliidiir.
e F formiiliiniin her altformiilii, —F formiiliintin bir altfor-
milidir.
Ornegin <ﬂ((P AQ) — (RV 1)) < 0) formiiliiniin altfor-
miilleri, Sekil 8’deki tabloda siralanmigtir. Teorem 1 sayesinde
verilen formiiliin tim altformiilleri tablodadir. Aym sekilde bir
F' formiiliiniin altformiilleri

altf(F)
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Sekil g. Diigiimleri formiil olan bir agag

kiimesini olugturursa, o zaman her P 6nerme degigkeni icin
altf(P) = { P},
ve ayrica
altf(F x G) = {(F x G)} Ualtf(F) U altf(G),
altf(—=F) = {=F} U altf(F),
altf(e) = {e}.
Onerme formiillerinin kendisinin tanimu gibi altformiillerin ta-
nimi Ozyinelidir, ama bu yeni tanim Teorem 1’e dayanir.
Bir formiiliin altformiillerinin kendileri veya anabaglayicilari,

Sekil g ve 10’daki gibi bir (ve tek bir) agacin diigiimleri olarak
gizilebilir.
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Sekil 10. Diigiimleri baglayic1 veya degisken olan bir agac

Teorem 2. Bir formiilde, ne degisken ne ayrag¢ olan her simge,
bir ve sadece bir altformiiliin anabaglayicisidar.

Kanat. Timevarim ve Teorem 1’i kullanacagiz.

1. Bir degigken i¢in iddiamiz dogrudur.

2. Iddiamiz F ve G igin dogru olsun. Bir (F*G) formiiliiniin
her altformiilii, ya formiiliin kendisidir, ya F altformiiliiniin
altformiiliidiir, ya da G altformiiliiniin altformiiliidiir. Tanima
gore * baglayicisinin gordiigiimiiz gecisi, formiiliin kendisinin
anabaglayicisidir. Teorem 1’in kanit1 sayesinde *'in bu gegisi
bagka altformiiliin anabaglayicisi olamaz. Varsayimimiza gore,
bir 7 baglayicisinin F' formiiliindeki gecisi, F' formiiliiniin tek
bir altformiiliiniin anabaglayicisidir. O zaman {'nin gegisi, (F
G) formiiliiniin tek bir altformiiliiniin anabaglayicisidir. G igin
ayni sey dogrudur. O zaman her (F xG) formiili i¢in iddiamiz
dogrudur.

3. Benzer gekilde iddiamiz F'i¢in dogru ise, —F i¢in de dog-
rudur.

4. Iddiamz 0 ve 1 i¢in dogrudur.

Tiimevarimdan iddiamiz dogrudur. O

Bundan sonra bir dogruluk gondermesi,
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d(F) dG)|dFAG) dFVG) dF = G) dF < G)
0 0 0 0 1 1
10 0 1 0 0
0 1 0 1 1 0
11 1 1 1 1

d(F) | d(=F)
; : d(11) d(OO)
1 0 S .

Sekil 11. Dogruluk gondermesi kurallar:

e tanim kiimesi 6nerme formiillerinden olusan kiimesi olan,

e deger kiimesi {0, 1} olan,

e Sekil 11’deki kurallara uyan
bir d fonksiyonudur. Her dogruluk gondermesinin altinda bir
formiiliin degeri, formiiliin dogruluk tablosunda gosterili-
yor. F' bir énerme formiilii ve d bir dogruluk géndermesiyse,
d(F) degerini hesaplamak i¢in, F’ formiiliintin her G altformiilii
icin d(G) degerini hesaplamaliyiz. Bu d(G) degeri, F' formiilii-
niin dogruluk tablosunda,

1) eger G bir degiskense, G altinda,

2) eger GG degisken degilse, G formiiliiniin anabaglayicisi al-

tinda,

gosterilebilir. Mesela <—|((P AQ) = (RV1) « O) for-

mili igin, Sekil 12’deki dogruluk tablosu cikar. O zaman
formiiliin kendisinin dogruluk tablosu, Sekil 13’te goriiniir.
Hesaplamalarin sirasi, adim adim Sekil 14’te goriintir. Her for-
miiliin dogruluk tablosunun var oldugundan dolay1, agagidaki
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(- (P AQ > (B A1) © 0)

Sekil 12. Altformiillerin degerlerini gosteren dogruluk tablosu

P QR <ﬂ((P/\Q)—>(R\/1))HO>

0

Sekil 13. Formiiliin kendisinin dogruluk tablosu

3. Onerme Formiilleri
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<ﬁ((P/\Q)%(R/\1))<—>O>

Sekil 14. Dogruluk tablosu hesaplanmasi

Onermeler Mantig
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teorem dogrudur.

Teorem 3. Her P onerme degiskeni i¢in bir ep dogruluk de-
geri segilmis olsun. O zaman bir ve tek bir d dogruluk gonder-
mest i¢in, her P icin

d(P) = eép.

Kanat. Buradaki d dogruluk gondermesi, 6zyineleme ile tanim-
lanir. Aslinda Sayfa 18’deki gibi

d(=F)=1+d(F),
d(F < G) =1+4+d(F)+d(G),
d(FVG)=d(F)+d(G)+d(F)-d(G),
d(e) =e.

Teorem 1’den dolay1 béyle bir tanimin yapilmast miimkiindiir.
O

Son boliimde dedigimiz gibi, 6nerme formiillerinde bazi ay-
raclar gerekmez ve kullanilmayabilir. Ornegin dis ayraclar sili-
nebilir. Bagka ayraglarin silinebilmesi i¢in, dogruluk degerleri
asagidaki sirada hesaplansin:

1) Ovel,

2

3) ANveV,

4) — ve ¢,

5) bir baglayicinin iki gegisi varsa, sagdaki.
Ornegin:

a) F x G demek (F * ) demektir,

b) —=F % G ve =(F x G) farkhidir,

¢) F— GV H demek F — (GV H) demektir,

d) FFAGV H belirsiz (onun i¢in yazilmaz),

—
Y

— — —
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e) FAGAH demek F A (G A H) demektir,
f) F - G — H demek F' — (G — H) demektir,
g) F— GAH — K demek F — ((GAH) — K) demektir.

Alistirma 3. Asagidaki degiskensiz formiilleri hesaplayin.

a) 1 —->1—1, e) 0101,
b) 1 —-0—1, f) ——=-0,

¢) (0—=1)¢1, g) (1V0)AO

d) 0+ 1)< 01, h) 1V (0AD0).

Alistirma 4. Asagidaki formiillerin dogruluk tablolarim ya-
pin:
P—Q— P,

PAQAR,

(P ~(Q < R)),
(P—-QVR)—-PVQ,
(P—-QV-R)AN(Q—PANR)— P — R,

a)
b)
¢)
d)
€)
f) —\(—\R — P — —\(R — Q))
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Kisim 11I.

Kanitlar
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4. Denklik

Iki 6nermenin dogruluk degeri her durumda ayniysa, o 6ner-
meler, mantiksal olarak birbirine esdeger veya denktir.

Iki 6nerme formiiliiniin dogruluk tablolar: ayniysa, o formiil-
ler de birbirine egdeger veya denktir. Her formiil kendisine
de denktir.

Zaten sayfa 18’de baglayan Oklid’in 13. ve 14. 6nermeleri
orneginde denklikler kullandik. Mesela PV ) — R Onermesi
(P — R)AN(Q — R) 6nermesine denktir. (PVQ — R ifadesinin
((PV Q) = R) demek oldugunu hatirlaym.) Bu énermelerin
dogruluk tablolarini hesaplayalim:

PV®@ - R (P —R)AN(Q = R)
0 0 0 1 0 0 1 O 1 0 1 O
1 1 0 0 O 1 0 0 0 0 1 O
0 1 1 0 O 0 1 O 0 1 0 0
1 1 1 0 O 1 0 0 0 1 0 0
0 0 0 1 1 0 1 1 1 0 1 1
1 1 0 1 1 1 1 1 1 0 1 1
0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Boylece Sekil 15’teki tablolar elde ederiz. Bu tablolar, birbi-
riyle aynidir; onun icin

PV @ — R denktir (P — R)A (Q — R)

ifadesini yazacagiz. Genelde, F' ve G 6nerme formiilleri egdeger
ise,

F~d
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P Q RIPVQ—R P Q R|(P>RA(Q—R)
0 0 0 1 0 0 0 1
1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0
1 1 0 0 110 0
00 1 1 00 1 1
1 0 1 1 1 0 1 1
01 1 1 0 1 1 1
11 1 1 11 1 1

Sekil 15. ki formiiliin dogruluk tablolar

ifadesini de yazabiliriz. Ornegin
PVQ— R~ (P— R)AN(Q — R).

Ancak, dikkatli olunmali: F' ~ G ifadesi 6nerme formiilii degil;
sadece “F' ve GG formiilleri, birbirine denktir” ciimlesi i¢in, yani

F denktir G

climlesi i¢in, bir kisaltmadir.
Bir ' — G 6nerme, kogullu 6nermedir, ve onun
1) tersi veya evrigi, G — F ctimlesidir,
2) karsit tersi, -G — —F ciimlesidir.

Teorem 4. Bir kosullu onerme,
1) tersine denk olmayabilir,
2) karsit tersine her zaman denktir.

Kanat. Aligtirma 5. O

Teorem 5. Asagidaki esdegerliklerimiz vardr.

4. Denklik 37



1. Her onerme, sadece — ve A ile yazilabilir:

PV Q denktir -(=P A -Q),
P — @Q denktir =PV @,
P < Q denktir (P — Q) A (Q — P).

2. Her dnerme, sadece = ve — ile yazilabilir:
P A Q denktir =(P — —Q).
. Cifte degilleme kaldvrilabilir:

Co

-~ P denktir P.
4. De Morgan® kurallar::

—(PV Q) denktir =P A\ —Q),
—(P A Q) denktir =PV —Q.

5. N\ ve V baglayicilarinin degisme 6zelligi:

P AQ denktir Q A\ P,
PV Q denktir QV P,

A ve V baglayicilarinin birlesme 6zelligi:

(PAQ) AR denktir PN (Q A R),
(PVQ)V R denktir PV (Q V R).

6. N\ ve V baglaycilary birbire tdizerine dagilr:

PA(QV R) denktir (PANQ)V (P AR),
PV (Q A R) denktir (PV Q) A(PV R).

*Augustus De Morgan, 1806—71, Biiyiik Britanyali matematik¢i ve man-
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7. Fazlaliklar:

P A P denktir P, PV P denktir P,
P A =P denktir 0, PV =P denktir 1,
P A1 denktir P, PV 0 denktir P,
P N0 denktir 0, PV 1 denktir 1.

8. Yeni degisken:

P denktir (PN Q)V (P A—Q),
P denktir (PV Q) A (P V —Q).

9. Yutma:

PA(PV Q) denktir P,
PV (PAQ) denktir P.

Kanat. Aligtirma 6. O

Bu teoremden, agagidaki teoremi kullanarak, sonsuz sayida
denklikler elde edebiliriz. Ornegin P — @ formiilii =P V Q
formiiniine denk oldugundan

PAQ — R denktir «(PAQ)VR

denkligini elde ederiz.

Teorem 6 (Degistirim). F' ve G birbirine denk olan formdiller
olsun, P bir onerme degiskeni olsun, ve H bir énerme formiili
olsun. Eger F' formiiliinde P degiskeninin gectigi her yere H
konulursa, F' formiili elde edilsin; benzer sekilde, G formii-
linden G' elde edilsin. O zaman

F' denktir G'.
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Kamit. F veya G formiiliiniin degiskenleri P, @1, Qs, ..., @,
olsun, d bir dogruluk géndermesi olsun, ve Teorem 3’ii kulla-
narak d* 6yle bir dogruluk géndermesi olsun ki

d(P)=d(H), d'(Q)=d(Q), ..., d'(Q,)=d(Qn)
olsun. O zaman (neden?)
d(F') = d"(F), d(G') = d"(G)
dolayisiyla d*(F) = d*(G) oldugundan d(F') = d(G'). O

Aligtirma 7. Son kanitta d(F’) = d*(F') neden oldugunu an-
latin.

Teoremde F’ ve G’ formiilleri, F' ve G formiillerinde P de-
giskeninin A formiilii ile degistirim (replacement) [5, s. 46] ile
elde edilir.

Ustelik =(P A Q) formiilii =P V =@ formiiliine denk oldu-
gundan, sonraki teorem sayesinde,

—(P AQ)V R denktir (-PV -Q)V R
denkligini elde ederiz.

Teorem 7 (Yerine Koyma). F' formili G formilinin bir alt-
formiili olsun, ve F* formiilii ' formiiliine denk olsun. Eger G
formiiliinde F altformiiliiniin yerine F* konulursa, G* formiili
elde edilsin. O zaman

G denktir G*.
Kanat. Alistirma 8. O

Teoremde G* formiilii, G formiiliindan yerine koyma (re-
placement) [5, s. 148 elde edilir. Simdi agagidaki teorem ispat-
lanabilir:
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Teorem 8. (PV Q) A (RVS) formili,
(PAR)V(QAR)V(PAS)V(QAS)
formiiline denktir.

Kanat. Teorem g5’teki kurallar1 kullanarak asagidaki denklik-
leri elde ederiz.

(PVQ)N(RVS)
~(PVQ)AR)V((PVQ)AS) [Dagilmal
~(RA(PVQ)VI(SA(PVYQ)) [Degisme]
(RAP)V(RAQ))V((SAP)V(SAQ)) |Dagilmal
~(RAP)V(RANQ)V(SAP)V(SAQ) [Birlegme]
~(PAR)V(QAR)V(PAS)V(QANS) [Degisme]

Her adimda Degistirim veya Yerine Koyma iglemlerini (veya
ikisini) kullandik. O

i

Benzer sekilde:
Teorem g.
=PV (P AQ) denktir =P V Q,
PV (=P A Q) denktir PV Q,
P A(PV Q) denktir =P A Q,
P A (=P V Q) denktir PN Q.

Kamit. Asagidaki denkliklerimiz vardir.

-PV(PAQ)
~ (=PVP)A(=PVQ) [Dagilmal]
~1A(=PVQ) [Fazlalik|
~=-PVQ [Fazlalik]
Diger denklikler, Alistirma g. O

4. Denklik 41



5. Gerektirme

Sayfa 36’daki tanima gore, eger her d dogruluk gondermesi igin
d(F) = d(G) ise, o zaman F' ve G birbirine denktir. Yani her
d i¢in

o d(F)=1ise d(G) =1,

e d(G)=1ise d(F)=1
durumunda F' ~ G. Simdi her d igin d(F) = 1 ise d(G) = 1
oldugunu varsayalim. O zaman F' formiili G formiliinii ge-
rektirir deriz.

Her formiil kendisini gerektirir. Agikar olmayan 6rnek olarak

Sekil 16’daki dogruluk tablosundan

PV (@Q — R gerektirir P — R.

Bu dogrudur ciinkii tablodaki her satirda, ya PV Q — R
formiiliiniin degeri 0, ya da P — R formiiliiniin degeri 1. Tabii
ki ikisi de olabilir.

Genelde, F' formiilii G formiiliinii gerektirirse,

FEG

ifadesini yazabiliriz. Bu ifade, “F' formiilii G formiiliinii gerek-
tirir” climlesi igin, yani

F' gerektirir G
ciimlesi icin, bir kisaltmadir. Ornegin

PVQ@Q—REP—R.
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P QQ RIPVQ—R|P—R
0 0 O 1 1
1 0 0 0 0
0 1 0 0 1
1 1 0 0 0
0 0 1 1 1
1 0 1 1 1
0 1 1 1 1
1 1 1 1 1

Sekil 16. Gerektirmeyi gosteren bir dogruluk tablosu

Teorem 10. Asagidaki gerektirmelerimiz vardar.

Basitlestirme:

P A Q gerektirir P, P A Q gerektirir Q.

Ekleme:

P gerektirir PV (), Q gerektirir PV Q).

Kanat. Aligtirma 1o. O

Iki formiil de bir formiilii gerektirebilir. F' ve G formiilleri H
formiiliinii gerektirir, ancak ve ancak her d dogruluk gonder-
mesi i¢in ya d(F) = 0, ya d(G) = 0, ya da d(H) = 1. Mesela
Sekil 17’deki dogruluk tablosundan

P — Q@ ile @ — R gerektirir P — R.

Aslinda sadece 1., 5., 7., ve 8. satirlarda hem P — @ ve
Q — R dogrudur, ve o satirlarda P — R de dogrudur.
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P Q RIP—>Q Q—R|P—R
0 0 0 1 1 1
1 0 0 0 1 0
0 1 0 1 0 1
1 1 0 1 0 0
0 0 1 1 1 1
1 0 1 0 1 1
0 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

Sekil 17. Gerektirmeyi gosteren bir dogruluk tablosu daha

Teorem 11. Asagidaki gerektirmelerimiz vardar.

Baglama:
P ile Q gerektirir P N Q.

Ayirma:

P ile P — Q gerektirir Q,
=@ ile P — @ gerektirir P,
PV Q ile =P gerektirir (),
PV Q ile =Q gerektirir P.

Hipotetik Tasim:

P — Q ile Q — R gerektirir P — R.

Kanat. Alhigtirma 11. (Hipotetik Tasim gerektirmesini Sekil
17°de ispatladik.) O
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Ikiden fazla formiil, bir formiil gerektirebilir. I' (Gamma),
bir 6nerme formilii kiimesi olsun, ve F', bir énerme formiilii
olsun. Eger her d dogruluk géondermesi i¢in

1) ya I kiimesinde bir G i¢in d(G) = 0,

2) yadad(F)=1
saglaniyorsa, o zaman I', F' formiilinii gerektirir. Yani I,
F formiiliinii gerektirir ancak ve ancak I' U {F'} kiimesindeki
biitlin formiillerin dogruluk tablosunun her satirinda,

1) ya ' kiimesindeki bir formiil yanlgtr,

2) ya da F formiili dogrudur.

Teorem 12 (Olumlu Dilemma). Asagidaki gerektirmemiz var-
dor.
P—Q, R— S vePVR gerektirir Q V S.

Kanit. Bu gerektirme, Sekil 18’deki dogruluk tablosundan go-
riinebilir. Aslinda sadece 4., 12., 13., 15., ve 16. satirlarda, hem
P — @ hem R — S hem de PV R dogru, ve o satirlarda QV S
de dogru. O

Algtirma 12. PVQV R, P — @, ve Q — R gerektirir R
oldugunu gosterin.

Bir 6nerme formiilii, bog kiime tarafindan gerektirilebilir. Bu
durumda, o formiile (dogrusal) gegerli formiil veya man-
tiksal dogru formiil veya totoloji denir.* O zaman F bir to-
toloji, ancak ve ancak her d dogruluk gondermesi igin d(F') =
1. Mesela,

PV P, 1

formiilleri, totolojidirler. Asagidaki teoremden dolay1 yukari-
daki teoremleri kullanarak yeni totolojiler elde edebiliriz.

*Ali Nesin [6], 6yle formiillere hepdogru adi verir.
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—__, OO, PR OOFRKFOORFE OO
R R R, R, OO0 RHEKEREOOOO|D
e e el == el e Nl o Mol K05
— o e e e e e e OO == OO
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— === = O O == O

Sekil 18. Olumlu Dilemma icin dogruluk tablosu

Teorem 13. Asagqidaki denkliklerimiz vardar.
1. F ve G formiiller: birbirine denktir, ancak ve ancak

F&d

formdili bir totolojidur.
2. F formili G formiilini gerektirir, ancak ve ancak

F—-G

formdili bir totolojidir.
3. Flile G formaillert H formilini gerektir, ancak ve ancak

FANG - H
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formdili bir totolojidir.
4. F, G, ve H formiilleri, K formiilini gerektir, ancak ve
ancak
FANGNH —- K

formdili bir totolojidar.

Kamit. F' ~ G, ancak ve ancak her d dogruluk géndermesi igin
d(F) = d(G), yani d(F <+ G) = 1. Diger boliimler, Aligtirma
13. U

Sonraki teoremi gérmek yararl olabilir.

Teorem 14. I', A (Delta) kiimesinin her elemanini igersin.
Yani T', A kiimesini kapsasin (A C T olsun).

A gerektirir F' ise, o zaman I' gerektirir F.
Kamit. Gerektirme tanimindan gelir. O
Bu teorem, sonraki teoremin 6zel durumudur.
Teorem 15. I, A kiimesindeki her formiili gerektirsin.
A gerektirir F' ise, o zaman I' gerektirir F.
Kanmit. Gerektirme tanimindan gelir. O

Sayfa 39’daki Teorem 6 (Degigtirim Teoremi) gibi bir teore-
mimiz vardir.

Teorem 16 (Degistirim). I' formdller kiimesi G formdlini
gerektirsin, P bir onerme degiskeni olsun, ve H bir onerme
formiili olsun. Eger I' kiimesinin her elemaninda P degiske-
ninin gegtigi her yere H konulursa, I formiiller kimesi elde
edilsin; benzer sekilde G formiilinden G formailii elde edilsin.
O zaman

I gerektirir G'.
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Kamit. Aligtirma 14. O

Bu teorem dolayisiyla

PV—-QVR, -PE-QV R, [Aywrma (Teorem 11)]
Q F ——Q, |[Cifte Degilleme (Teorem 5)]
“QV R, ~—QF R. [Ayiwrmal

O zaman Teorem 14’ten dolay1

PVv-QVR, -P, QF -QV R,
PVv-QVR, =P, QF—-Q,

ve Teorem 15’ten dolay1
PVv-QVR, =P, QQFR.

Bu gerektirmeyi, dogruluk tablolar1 kullanmadan ispatladik.
Gerektirmeyi kanitlamak i¢in, sadece

PV-QVR, -P, —-QVR, Q -Q R (51)

formiilleri yazdik. Bu formiiller listesi, bicimsel bir kanattir.
Boyle kanitlar sonraki boliimiin konusudur.
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6. Bicimsel Kanitlar

Eger I,

{=~(SAT), (RANQ)V(T'NQ), PV (SA-T),
-TV(QA(SVR)), ~RVT}

formiiller kiimesi ise, o zaman
I gerektirir PAQARAN-SNAT. (6.1)

Bunu dogruluk tablosu yontemiyle gostermek sikici olurdu. Bi-
cimsel kanit yontemi, bu durumda hem daha kisa, hem daha
ilgingtir.

Bicimsel kanit, sadece bir formiiller listesidir. Simdi

Fl?“‘aFTM

boyle bir liste olsun. Bu bigimsel kanitin sonucu, F,, formiilii-
diir. Simdi 1 < k < n varsayilsin. Eger {F}, ..., Fy_;} kiimesi
Fy, formiiliini gerektirmezse, o zaman Fj, bicimsel kanitin hi-
potezlerinden biridir. Eger k = 1 ise, o zaman {F}, ..., Fj_1}
kiimesi bostur: boylece F} ya totoloji, ya hipotezdir. Tanimi-
miza gore, bicimsel bir kanitin sonucu bir hipotez de olabilir.

Tekrar sayfa 48’deki (5.1) listesine bakalim. Bu bigimsel ka-
nitin hipotezleri, PV -QV R, =P, ve () formiilleridir. -Q V R,
hipotez degildir, ¢iinkii onu 6nceki formiiller gerektirir; ayni
nedenle, R de hipotez degildir.
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Teorem 17. I' bir onerme formiilleri kiimesi olsun. Eger bir
Fy, ... F, bictmsel kanitin hipotezleri I kiimesinden geliyorsa,
0 zaman

I' gerektirir F,.

Kanat. 1 < k < n olmak tizere her k i¢in {F},..., Fy_1} k-
mesi F), formiilii gerektirmezse, varsayima gore F,,, I' kiime-
sindedir. Simdi Teorem 14 dolayisiyla her & icin

TU{F,...,F.1} F Fy,
yani

I' gerektirir Fi,
I'U{F1} gerektirir F,
I'U{F, Fy} gerektirir Fy,

O zaman Teorem 15’in yardimiyla

I' gerektirir Fj,
I' gerektirir Fj,

I’ gerektirir F,. O

Teoremdeki bigimsel kanit
e [ kiimesinden F), formiiliinii kanitlar;
e [, formiiliiniin I' kiimesinden gelen bicimsel bir ka-
nitidir.
Son teoremin tersine gore I' bir F' formiiliinii gerektirirse,
o zaman F' formiiliiniin I' kiimesinden gelen bicimsel kaniti
vardir. Teoremin tersi dogru mudur?
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1. ' sonlu ise, teoremin tersi kolayca cikar. Aslinda I' =
{F\,...,F,_1} ve ' E F ise, 0 zaman Fy,...,F, 1, F
listesi, F' formiiliiniin I" kiimesinden gelen bigcimsel bir
kanitidir.

2. I' kiimesinin sonsuz oldugu durum i¢in Béliim 8’e bakin.
Sonlu durumda, I' kiimesinin F' formiiliinii gerektirdigini bir
kisiye gdstermek istersek, sadece Fi, ..., Fj,_1, F listesini yaz-
mak yeterli olmayabilir; daha fazla formiiller yazmamiz gere-
kebilir. Ornegin sayfa 45teki Alistirma 12°yi yaptiysak, asa-
gidaki listenin, R formiiliinin PVQV R, P — Q, Q@ — R
hipotezlerinden bir bigimsel kanit1 oldugunu biliyoruz:

PVQVR, P —Q, Q — R, R.

Ancak o aligtirmay1 yapmadiysak, asagidaki gibi daha fazla
adim gerekir:

P —Q,
-PVQ,
-PVQVR,

@ — R,

—Q VR,
(=PVQVR)A(-QV R),
(=P VQ)A-Q)) VR,
(=P AN-Q)V R,
-(PVQ)VR,
PVQVR,
(~(PVQ)VR)A(PVQVR),
(=(PVQ)VPVQ)AR,
1ANR,
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R.

Sekil 1g’daki gibi adimlarin nedenlerini ekleyebiliriz.

Alstirma 15. Yukaridaki (6.1) gerektirmesinin,

(RAQ)V(T'AQ),

(RVT)NQ,

@,

RVT,
-RVT,
(RVT)AN(-RVT),
(RAN=R)VT,
1V T,

T,
-(SAT),
=SV AT,
——T,

-9,

PV (SA-T),
=SV =T,
—|(S A\ —\T),

P,

TV (QNA(SVR)),
QA (SVR),
SVR,

R,

R A =S,
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RA-SAT,
QARA-SAT,
PAQARAN-SAT

bi¢imsel kanit1 vardir. Her satirin nedenini verin.

Gordiigiimiiz bigimsel kanitlarda, hipotez olmayan her satir,
bildigimiz kurallara gore onceki satirlar tarafindan gerektiri-
lir. Bigimsel kanitlarda kullanilabilen kurallar kesinlegtirilirse,
bicimsel bir dizge elde edilir. U¢ bicimsel dizgesini g numa-
rali béliimde inceleyecegiz. Simdilik tiim bildigimiz kurallar
kullaniyoruz.

Alistirma 16. Asagidaki totolojiler ve gerektirmeler i¢in bi-
¢imsel kanitlar yazin.

P — P — P bir totolojidir.

P — @) — P bir totolojidir.

PV (P — Q) bir totolojidir.

(P — Q) V —Q bir totolojidir.

P — Q N R gerektirir P — Q).

P A =P gerektirir Q.

P A (QV R) gerektirir P <> (—-Q V P).

P — @ ile P — —(Q gerektirir —P.

P — Rile ) — R gerektirir PV Q — R.

. P— Rile Q — S gerektirir PVQ — RV S.
. P+ Qile P — R gerektirir ) — R.

© 0N ST Wb e

=
= O
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[GIYURA] IO[OULIDU()
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N

10.
11.
12.
13.
14.

© N oS T w

P—qQ
-PVQ
-PVQVR
Q—R
-QVR
(-PVQVR)A(—QV R)
(=PVQ)A-Q))VER
(~PA-Q)V R
-(PVQ)VR
PVQVR
(~(PVQ)VR)A(PVQVR)
(-(PVQ)VPVQ)AR
1ANR
R

Hipotez

1. satira denk

2. satirdan Eklemeyle
Hipotez

4. satira denk

3. ve 5. satirdan Baglamayla
6. satirdan Dagilmayla

7. satira denk

8. satirdan De Morgan Kuralyla
Hipotez

9. ve 10. satirdan Baglamayla
11. satirdan Dagilmayla

12. satirdan Fazlalikla

13. satirdan Fazlalikla



7. Oklid’in Onermeleri

Oklid’in 6nermelerinin gostermeleri, daha bicimsel olarak ya-

zilabilir. Ornegin 5. énermeye bakalim. Likyali Proklus’a gére

9, s. 159], Oklid’in her énermesinin 6 tane parcasi olabilir:
(1) bildirme,

(2) agiklama,
(3) belirtme,
(4) diizenleme,

(5) gosterme, ve

(6) bitirme.

Aciklamada hipotezler bulunur; belirtmede sonuclar bulunur.
Cogunlukla bir 6nermenin bir sonucu vardir; ama 5. 6nermenin
iki sonucu vardir. Diizenleme ve gosterme, sonuclarin hipotez-
lerinden bigimsel kanit olarak yazilabilir. Géstermenin hipotez-
leri, diizenlemeden de gelebilir. O zaman parcalariyla Oklid’in
5. Onermesi agagidaki gibi yazilabilir.

Bildirme:
e Bir ikizkenar ii¢ggenin tabanindaki agilar birbirine
esittir.
e Esit dogrular uzatildiginda tabanin altinda kalan
acilar birbirine egit olacaklardir.

Aciklama:

e Sekil 20’deki ABT iiggeninde AB = AT".
e AB, A noktasina uzatilmis.
e AT, E noktasina uzatilmis.
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Belirtme:

1.
2.

A A
B Z

Sekil 20. Oklid’in 5. énermesinin sekli

Z ABI' = £ AT'B.
ZTI'BA =/ BI'E.

Diizenleme:

1.
2.

7 noktasi, BA dogrusundadir.

Gosterme:

11

56

1
2
3
4
5
0.
7
8
9

10

H noktasi, I'E’dadir, ve AH = AZ. [Onerme 3]
. AZ =AH [diizenlemedeki 2. satirdan]
. AB=AT [hipotez]
. ZI'=HB [1. ve 2. satirdan Onerme 4 ile]
. ANAZI = A AHB [1. ve 2. satirdan On. 4 ile]
. L ATZ =/ ABH [1. ve 2. satirdan On. 4 ile]

Z AZl' = Z AHB [1. ve 2. satirdan On. 4 ile]

.BZ=TH [1.ve 2. satirdan Ortak Kavram 3 ile|
. ABZI'=ATHB [3., 6., ve 7. satirdan On. 4 ile|
. Z7ZBI'=ZHI'B |3, 6., ve 7. satirdan On. 4 ile|

/BI'Z=/TBH |[3. 6., ve 7. satirdan On. 4 ile]
Z ABI' = Z ATB [5. ve 10. satirdan O.K. 3 ile]
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Bitirme:

e Bir ikizkenar ii¢ggenin tabanindaki agilar birbirine
esittir.

e Esit dogrular uzatildiginda tabanin altinda kalan
agilar birbirine esit olacaklar.

Gosterilmesi gereken tam buydu.

Burada, belirtmedeki 1. sonug, géstermenin 11. satiridir, ve
2. sonug, gosterinin g. satiridir, ama / ZBI' = Z I'BA ve
/ HI'B = / BTE esitliklerini tanimamiz gerekir. Oklid, gos-
terinin 4. ve 8. satirini verir, ama kullanmaz.

Alistirma 17. Bicimsel olarak Oklid’in her 6nermesini yazin.
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8. Tikizhk

Sayfa 51’de gosterdigimiz gibi, her sonlu I' 6nermeler kiimesi
i¢in, eger I' bir F' formiiliinii gerektiriyorsa, o zaman F' formii-
liintin I" kiimesinden gelen bir bigimsel kanit1 vardir. Sonluluk
kosulunun kaldirilabildigini gésterecegiz; bu gercege tikizlik
denir.

Eger bir d dogruluk gondermesi ve bir A formiiller kiimesi
i¢cin A'nin her G elemani igin d(G) = 1 ise, o zaman d’ye A'nin
bir modeli denir.

Teorem 18. I' gerektirir F' ancak ve ancak T'U{=F'} 'nin mo-
deli yoktur.

Kanat. Aligtirma 18. O

Eger A'nin her sonlu altkiimesinin modeli varsa, A’ya tu-
tarh denir.

Lemma 1. Eger I tutarh ise, o zaman her F' formiili icin,
ya T U{F} ya da T U{=F} tutarhder.

Kanit. TU{F} tutarh olmasm. I'U{—=F } 'nin tutarh oldugunu
gosterecegiz. Eger © (Theta), I''min sonlu bir altiimesi ise, © U
{=F}'nin bir modeli bulmak yeter.

' U {F} tutarh olmadigindan I'nin sonlu bir A altkiimesi
icin A U {F}'nin modeli yoktur.

A UBO birlegimi, ["'nin sonlu bir altkiimesidir. I' tutarh oldu-
gundan A U ©’nin bir d modeli vardir. Bu model, A'nin mo-
delidir, dolayisiyla A’min her G eleman i¢in d(G) = 1. Ama
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A U {F}'nin modeli olmadigindan d(F) = 0. Bu durumda

d(—F) =1, dolaywsiyla d, © U {—=F}'nin modelidir.
Boylece I' U {=F } 'nin her sonlu altkiimesinin modeli vardir.
U

Teorem 19 (Tikizlik). Elemanlary énerme formili olan her
tutarl kiimesinin modeli vardur.

Kamit. A tutarh olsun. A’nin bir d* modelini insa edecegiz.
Onerme degiskenleri {Py, P, Ps,...} kiimesini olustursun.

Teorem 3’e gore d*(Py) degerlerini belirleyerek d* gonderme-

sinin kendisini tanimlayacagiz. Ozyineleme ile her k icin bir

Fy, formiiliinii tamimlayacagiz, ve bu formiil ya P, ya da =Py

olacak. Her durumda d*(Fj) = 1 olacak.

Adim 1. Eger AU{P;} tutarl ise, o zaman Fj, P, olsun. Di-
ger durumda Lemma 1’e gére A U {—=P;} tutarhdir. Bu
durumda Fy, =P, olsun. Her durumda A U {F}} tutarh-
dir.

Adim 2. Eger AU {F}, P>} tutarh ise, o zaman Fy, P, olsun.
Diger durumda A U {Fy, =P} tutarhidir. Bu durumda
Fy, =P, olsun. Her durumda A U {F}, F»} tutarhdir.

Adlm k. Eger AU{F},..., Fy_1, P;} tutarh ise, o zaman Fj,
Py olsun. Diger durumda F},, =P} olsun.

Tumevarlmdan ve Lemma 1’den her k i¢gin AU {F,..., Fy}

tutarhidir. Simdi

eger Iy, Pyise 1 |
eger Fy, =P ise 0 } = d'(F)

olsun. O zaman her durumda
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Eger G € A ise, o zaman bir n i¢in, G'nin her P, degiskeni
icin, 1 < k < n. AU{F,...,F,} tutarlh oldugundan bir d
modeli vardir. Eger 1 < k < n ise, o zaman

d(Fy) = 1 = d"(F).

Bu durumda d(FPy) = d*(P:), dolayisiyla Teorem 3 sayesinde
d(G) = d*(G). Boylece d*, A'min modelidir. O

Eger I' F F ise, o zaman Teorem 18’e gore I' U {—F'}'nin
modeli yoktur, dolayisiyla Teorem 19 sayesinde I'nin sonlu
bir A altkiimesi i¢in A U {=F}'nin modeli yoktur, ve sonug
olarak A F F.

Topoloji bilenler i¢in Teorem 19, Tihonov Teoremi’nin bir
durumudur.

8. Tikizlik 61



9. Tamhk

Sayfa 49’daki tanima gore bicimsel bir kanitta, her satir
1) ya bir totoloji,
2) ya da 6nceki satirlarin gerektirdigi bir formiil,
3) ya da bir hipotezdir.
Eger bir formiil bir totolojiyse, bunu dogruluk tablosuyla gos-
terebiliriz. Eger bir formiil bagka formiiller tarafindan gerek-
tiriliyorsa, bunu da dogruluk tablolariyla gosterebiliriz. Simdi
dogruluk tablolarini kullanmadan, bigimsel bir kanitin hipo-
tezlerini ve hipotez olmayan satirlarini ayirt edebilmek isteriz.
Bunu yapmak icin aksiyomlar: ve ¢ikarim kurallarin: mey-
dana koyacagiz. Bir aksiyom, seckin bir totolojidir. Bir ¢ika-
rim kurali, seckin bir gerektirmedir. Aksiyomlar ve ¢ikarim
kurallari, bir bigimsel dizgeyi, olusturur.
Eger
e 7 bicimsel bir dizge,
e [ bir formiiller kiimesi, ve
e bicgimsel bir kanitin her satir
1) ya Z'nin bir aksiyomu,
2) ya da Z'nin bir ¢gikarim kuralina gére 6nceki satir-
larin gerektirdigi bir formiil,
3) ya da ["nimn bir elemani
ise, o zaman ', bigimsel kanitin sonucunu gerektirir, ve ayrica
bu gerektirme, 2 dizgesinin (bigimsel) bir teoremdir.
Eger her gerektirme Z dizgesinin bir teoremi ise, bu dizgeye
tam denir. Uc¢ bicimsel dizgeyi tanimlayp tamlhgim kanitla-
yacagliz.
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9.1. %, bicimsel dizgesi

Aslinda bir formiilii sonlu sayida formiillerin gerektirip gerek-
tirmedigini 6grenmek i¢in, dogruluk tablosu yonteminin ken-
disi bigimsel bir yontemdir. O zaman en kapsamli bigimsel diz-
gede

1) her totoloji bir aksiyomdur,

2) sonlu sayida formiillerden gelen her gerektirme bir ¢ika-

rim kuralidir.

Bu dizge %, olsun. O zaman Teorem 19 sayesinde %, tamdir.

9.2. % bicimsel dizgesi

2, bicimsel dizgesinin aksiyomlar1 iki sekildedir.
1. 1, bir aksiyomdur.
2. Her =F V F formiilii, bir aksiyomdur.
Cikarim kurallar ii¢ sekildedir.

Ekleme. Her F' formiiliinden, her G formiilii i¢in, GV F ¢ikar.
Baglama. Herhangi F' ve G formiillerinden F' A G ¢ikar.

Yerine Koyma. Her K formiiliinden 6yle bir K* formiilii ¢ikar
ki Teorem 5'ten ¢ikan bir F' ~ G denkligi i¢in, bundan
Teorem 6 sayesinde ¢ikan bir F' ~ G’ denkligi i¢in, F’,
K’nin bir altformiliidiir, ve K’da F” altformiiliiniin ye-
rine (Teorem 7’deki gibi) G’ konularak K* gikar.

2, dizgesinin tamhgini gostermek icin, her formiiliin denk ti-
kel-evetlemeli normal bigimi (disjunctive normal form) ol-
dugunu gozlemleyecegiz. Bu bigim, bazi timel-evetlemelerin
tikel evetlemesidir. Bu tiimel-evetlemeler, bazi harfilerin tii-
mel-evetlemeleridir. Bir harfi (literal [1, s. 101]), ya bir 6nerme
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P 010107101
Q 00110011
R 00001111
PVQ—>R [1 0001111
~PA-QA-R|1 0 000000
~PA-QA R|0 0O 001000
PA-QA RI0 0O 00O0T100
~-PA QA R|0O O 0OO0O0O0T10
PA QA R|OOO0OO0O0GO0O 1

Sekil 21. PV(Q — R formiiliiniin tikel-evetlemeli normal bi¢imi
icin dogruluk tablolari

degiskeni ya da degillemesidir. Tikel-evetlemeli normal bi¢imi-
nin her tiimel-evetlemesinde, ayni1 degiskenler gecer.

Ornegin PV QQ — R formiiliiniin tikel-evetlemeli normal bi-
¢imi agagidaki gibidir:

(=PA=QAN—-R)V(~PA-QAR)V(PAN-QAR)
V(=PAQAR)V(PANQAR).

Bunu anlamak i¢in, Sekil 21’e bakin. Sekil 15teki gibi PVQ —
R ve (P — R) A (Q — R) formiillerinin dogruluk tablolar:
birbiriyle ayni oldugundan formiillerin tikel-evetlemeli normal
bigimleri birbiriyle aynidir.

Simdi F' rastgele bir 6nerme formiilii olsun, ve onun énerme
degiskenleri P, ..., P, olsun. Ustelik d bir dogruluk génder-
mesi olsun. O zaman

(d(P1)7 - ,d(Pn))
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listesi igin, 2" tane secenek var. Bir m ig¢in, m ve sadece m
tane segenek igin, d(F') = 1. O segenekler,

(e1,...,eb), e (e,...,e")

olsun. Ornegin P, V P, — Pj icin secenekler (0,0,0), (0,0, 1),
(1,0,1), (0,1,1), (1,1, 1) listeleridir; bunlar Sekil 21’den oku-
nabilir. Genelde

v 7 _ .
eger €; = 0 ise P,

-, 1 .
eger e; = lise Pj,

} P]Z olsun.
Ondan sonra F* formiilii,

P{A---\P}
timel-evetlemesi olsun. O zaman

Fltv...vF™

tikel-evetlemesi, F'nin tikel-evetlemeli normal bigimidir.
Boylece F' formiiliiniin tikel-evetlemeli normal bigimi,

(PEA--APHV- oV (P™A---ANP™)

formiiliidiir. Bu formiiliin F' formiiliine denk oldugu goriinebi-
lir. Iki 6zel durum vardir:

m = 0 ise F'nin tikel-evetlemeli normal bi¢imi 0 formiiliidiir.

n =20 ise, ya ' ~ 0 ya da F' ~ 1. Sirasiyla F’nin tikel-
evetlemeli normal bi¢imi, ya 0 ya da 1'dir.

Simdi asagidaki aligtirma kolaylikla ¢oziilebilir.
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Alistirma 19. Rastgele bir dogruluk tablosu i¢in, dogruluk
tablosu o olan bir formiilii yazin.

Lemma 2. Bir {Fy,..., F,} formiller kiimesi bir G formii-
lindi gerektirir ancak ve ancak GV (Fy A -+ N F,) formili G
formiiline denktir.

Kamit. Aligtirma 2o0. O
Teorem 20. 2, bicimsel dizgesi tamdar.

Kanit. Sadece Yerine Koyma kuralini kullanarak her F' for-
miiliini tikel-evetlemeli normal F” bi¢imine getirebiliriz. Tiim
adimlarimiz, tersine ¢evrilebilir. Bu gekilde

e F’ formiiliiniin F’yi gerektirdigi ve

e F’nin I formiliini gerektirdigi,
2, dizgesinin bir teoremidir. Ayrica F' bir totolojiyse, tekrar
sadece Yerine Koyma kuralini kullanarak F' formiiliiniin nor-
mal F’ bi¢iminin 1’e denk oldugunu gosterebiliriz, ve adimla-
rimiz tersine gevrilebilir. Bu gekilde her totolojinin bir totoloji
oldugu, 2, dizgesinin bir teoremidir.

Simdi I kiimesi, F' formiiliinii gerektirsin. Tikizlik Teoremine
gore I" kiimesinin sonlu bir {Gy,...,G,} altkiimesi de F' for-
miiliinii gerektirir. Baglama ve Ekleme kurallar1 sayesinde, bu
{G1,...,G,} kiimesinin

FV(GiAN---NGy)

formiliinii gerektirdigi, &, dizgesinin bir teoremidir. Lemma
2'ye gore F've F'V (G A---AG,,) formiilleri, birbirine denktir;
dolayisiyla, bu formiillerin ayni tikel-evetlemeli normal £ bi-
¢imi vardir. Gosterdigimiz gibi F'V (G1 A+ - - AG,,) formiiliintin
F' formiiliinii gerektirdigi, ve F” formiliiniin F’yi gerektirdigi,
2, dizgesinin teoremidir. O zaman I" kiimesinin F’yi gerektir-
digi, 2, dizgesinin teoremidir. O

66 Onermeler Mantig



9.3- %, bicimsel dizgesi

Bu agsamada yeni bir simge yararli olacak. Sayfa 42’deki gibi,
eger I' formiiller kiimesi F' formiiliinii gerektirirse,

'eF

ifadesini yazacagiz. Bu F simgesine turnike [turnstile| denir.
Teorem 19’a gore I' F F'ise, o zaman I' kiimesinin sonlu bir I'y
altkiimesi igin 'y F F'. Eger bir I' F F' gerektirmesi, & bigimsel
dizgesinin bir teoremiyse,

by F

ifadesini yazacagiz. Bu F simgesi de, bir turnikedir. Istersek
e F simgesine yorumsal [semantic| turnike,
e - simgesine dizimsel [syntactic| turnike,
diyebiliriz. Ancak adlar 6nemli degil. Sayfa fo’deki Teorem
17’ye gore
'y Fise'E F.
Ayrica Z dizgesi tamdir ancak ve ancak
I'EFise'ky4 F.

Tam bigimsel bir dizge, %, dizgesinden daha basit olabilir.
Ik olarak, bir formiiliin tikel-evetlemeli normal bicimi, sadece
V, A, 7, 0, ve 1 baglayicilarimi kullanir. Ayrica

0~ —1, 1~=-P VP, FAG~=(=FA-G).
Oyleyse her formiil, sadece V ile = baglayicilarmin kullanildig

bir formiile denktir. &%, adli bigimsel dizge,* sadece bu bagla-
yicilar kullanacak. Simdi I' -4, F' ifadesinin yerine

' F

*Bu dizgeyi Shoenfield’den [10] aldim, ama ilk kaynagi Russell ile Whi-
tehead’dir [13].
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ifadesini yazalim. %, dizgesinin her aksiyomu —F V F' bi¢gimin-
dedir:
Fo =F V F.

95 dizgesinin ¢ikarim kurallari, agagidaki sekillerdedir.
Ekleme. Tim F ve G formiilleri igin, F' formiiliinden G V F'
gikar:
FtyGVF.

Daralma. F'V F formiiliinden F' gikar:
FV Fy F.
Birlesme. F'V (G V H) formiiliinden (F'V G)V H ¢ikar:
FV(GVH)F (FVG)V H.
Kesme. F'V G ve -F V H formiillerinden G V H cikar:
FVG, -FVHF,GVH.

Lemma 3 (Degisme). 'ty FV G ise T'Hy GV F.

Kamit. Eger I' o F'V GG ise, o zaman o —F V F sayesinde
Kesme kuraliyla I' o GV F. O

Sayfa 5'ten 'V GV H'nin F'V (G V H) dedigini hatirlayn,
onun icin

Fy V-V F, demek FyV (Fy V- (Fy_y V) --).

Lemma 4 (Genellegtirilmig Ekleme, Daralma & Degigme).
Birn i¢in Fy, ..., F,, formiiller olsun. Bir m i¢in, her i i¢in,
1 <1< misel <k <n kosulunu saglayan k; segilsin. O
zaman
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Ty Fy V-V E, dsel by FyV---V E,.

Kanat. Kanitimiz, m iizerine tiimevarim yontemini kullana-
caktir. Aslinda {i¢ durum vardir.

e m =1 durumu. 1 < k < m ve ', F}, varsayiyoruz. O
zaman

Dby (B V-V E,) V Fy, [Ekleme]
Lky FVEFe V-V F,, [Lemma 3]
Dby By VENV Fy i V-V Fy, [Ekleme|
Ly LV VIV EF VeV E,, [Ekleme]

yaanl—QFl\/\/Fn
em=2durumu. 1 <i<n, 1 <j<nve

Thy BV E

varsaylyoruz. Eger ¢ = j ise, o zaman Daralmayla I' 5 F}, ve
m = 1 durumundan I' -9 Fy V.- -V F),. Eger j < i ise, o zaman
Degismeyle I' o F; V F;. Dolaysiyla ¢ < j varsayilabilir. O
halde n > 2. Simdi n iizerine tiimevarimi kullanacagiz.
1. Eger n = 2 ise, ispatlanacak hicbir sey yoktur.
2. Simdi £ > 2 olsun, ve n = k durumunda (ve m = 2 du-
rumunda) teoremin ispatlandiginmi varsayalim. O zaman
n = k + 1 durumunda ispatlayacagiz.
— Eger i =1 ve j = 2 ise, o zaman

Chy (F3V -V Feq)VELV Fy,  |Ekleme]

Dby (F5V -V Fepp) V EF) V Fy,  [Birlesme|
Chy BV (F3V -V Fryq) V F, [Lemma 3]
Dy (B VE3V -V Fry) VY [Birlesme]
Lk Fi V-V Fryg. [Lemma 3]
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— Eger i =1 ve j > 2 ise, o zaman

Ty AV EV -V Fip,

[n = k durumu]

FI_Q (F3\/"'\/Fk+1)\/F1, [Lemma 3]
Fl_g FQV(FSV"'ka+1>\/F1, [Ekleme]
FI_Q ((F3\/\/Fk-+1)\/F1)\/F2, [Lemma 3]
Fl_g (FSV"'ka+1)vF1vF2, [Blrle§me]
Lk FAV---V Fryg. [Lemma 3]
— Eger ¢ > 1 ise, o zaman
Dy By VeV iy, [n = k durumu]
Fl_g Fl\/"'\/FkJrl. [Ekleme]

Boylece, tiimevarim ile, m = 2 durumunda teorem ispatlan-

mugtir.

e m > 2 durumu. ¢/ > 2 olsun, ve m = ¢ durumunda
teoremin ispatlandigini varsayalim. m = ¢ 4+ 1 durumunda is-

patlayacagiz. O zaman
[y By VeV,

varsayilyoruz. Bu durumda,

Ly (B V Fry) VeV

'y (Fk1VFk2)VF1v -V Fy,

Ly (Fy V-V F,)V Fy, V Fy,,

Py (Fy V-V F)V EFy) V Fy,,
FI—Q(( - VF)VF,)VFV---VE,
CH (FyV---VF)V(FLV---VF,)V F,
FFQ(( - VE)VF V-V E,)V Fg,

[Birlesmel]
[m =¢d.|
[Lemma 3]
[Birlesmel]
[m =2 d|
[Lemma 3]

[Birlesmel]
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' (FyV---VE)VEF V- VE)

VLV VFE)VF V-V E, m =2 d.|

P (FyV---VE)VF V-V E, [Daralmal]

'k V-V F,. [Daralmal
Tiimevarimdan tiim durumda teorem kanitlanmigtir. O

Lemma 5. n bir say: olsun, ve her k i¢in, 1 < k < n ise Fj
bir harfi olsun. Eger

FFV---VE,
ise, 0 zaman baz i ve j i¢in Fy, =F; formiiliyle aynidur.
Kanat. Aligtirma 21.

Lemma 6. 1’den biyiik olan her n i¢in, ejer & 4V ---V F,
1Se, 0 zaman

Fo B3V -V F,.

Kamit. n > 2 veF Fy V.-V F, varsayiliyor. Tiimevarim kul-
lanacagiz.

1. En basit durumda, her Fj bir harfidir. Bu durumda,
Lemma 5’e gore, bir ¢ ve j i¢in, F; ve —F} birbiriyle aymdir.
O zaman

o BV Fj, laksiyom]|
Fo Fi V-V F,. [Lemma 4]
2. Qimdi, bir k i¢in, F}) formiili harfi olmasin. Lemma 4
sayesinde, k = 1 varsayabiliriz. U¢ tane durum var. Her bir

durumda, tiimevarim hipotezi olarak, daha basit durumlarin
ispatlandigini varsayiyoruz.
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F;, =G bigiminde ise, o zaman F GV Fy, V ---V F,,, do-
layisiyla

Fo GV Fy V-V F,, [hipotez]
ko F1 V-G, laksiyom]
Fo -GV Iy, |[Lemma 3|
Fo (Fo V-V E,)V Fy, [Kesme]
Fo F1 V.-V F,. [Lemma 3]

F;, -(G V H) bigiminde ise, o zaman F -GV F,V---VF,
ve E-HV F,V---V F,, dolayisiyla

Fo =GV FyV -V F,, [hipotez|
Fo F1VGV H, [aksiyom)]
Fo GV HV Fy, [Lemma 4]
Fo (HV FY)V Ey V-V E,, [Kesme]
Fo (Fo V-V E,)VHVF, [Lemma 3]
Fo HV (FyoV---V F,) V Fy, [Lemma 4|
Fo mHV Fy V-V F,, [hipotez]

Fo (FoV---VE,)VF)VFEV---VF, [Kesme|
Fo (Fo V- VE,)V (FyV---VF,)VF, |Lemma 3|
Fo F1V -V F,. [Lemma 4]

F;, GV H bigiminde ise, o zaman F GVHV I,V ---V F,,,
dolayisiyla

FoGVHYV F,V---V F,, [hipotez]
by F5V---V E,V F, [Lemma 4]
Fo F1V -V F,. |[Lemma 4] O

Lemma 7 (Totoloji). F F ise by F.
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Kanat. E F ise, o zaman
FFVF,
dolayisiyla

Fo F'V F, [Lemma 6]
ko F. [Daralmal O

Lemma 8 (Ayirma). I'tg F ile 'y =F VG ise ', G.
Kanit. I' g File I' =y = F V G varsayalim. O zaman

' GV F, [Ekleme]

I'H FVG, [Lemma 3|

' GVG, [Kesme]

' G. [Daralma] O

Teorem 21 (%, dizgesinin tamhigi). I'F F ise 'y F.

Kamit. I' E F varsayalim. Teorem 19 sayesinde I' kiimesinin
bir {G;...,G,} altkiimesi i¢in {G; ...,G,} F F. O zaman

=Gy V-V =G,V F,

dolayisiyla
Fo =GiV--- V-G, VF, [Lemma 7]
Ty -GV --- V-G, VFE,
'k Gy,
I'Fy =Gy V-V G, VF, [Lemma 8|
'y F. 0
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