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Bu yazinin ana kaynaklari, Burris’in [1| ve Nesin'in [4] kitaplar1 ve Foundations of Math-
ematical Practice (Eylil 2010) adli notlarim. Baz terimler, |2, 3] kaynaklarindan alin-
migtir.
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1 Onermeler

Onerme, belli bir durumda dogru veya yanhs denebilen ciimledir. Matematikte, durum
gogunlukla bir yapidir. Ornegin, her sayinin tersi var climlesi, bir 6nermedir, ve bu
onerme,

(N, +) yapisinda yanhsg,

(Z,+) yapisinda dogru,

(Z,-) yapisinda yanls,

(QT, ) yapisinda dogrudur. (Burada QT = {z: 2 € Q Az > 0}.)

Belli bir durumda, bir 6nermenin dogruluk degeri vardir:



e Onerme dogru ise, degeri 1;
e Onerme yanlig ise, degeri 0’dir.

{0,1} kiimesi i¢in,
B

harfini kullanalhm. Onermeler icin, P, @, ve R gibi Latin harflerini kullanalim. Sonsuz
tane Oonermemiz varsa, Py, Py, P> ve benzerlerini kullanabiliriz. Bir d durumunda, P
onermesinin B kiimesindeki degeri olarak
d(P)
kullanilabilir. O zaman d, 6nermeler kiimesinden B kiimesine bir fonksiyondur (donii-
stimdiir):
d: {6nermeler} — B.

2 Dogruluk tablolan

Verilmis 6nermelerden, baglaglarla, bileske 6nermeler yapilabilir, ve onlarin deger-
leri, verilmig 6nermelerin degerlerinden bulunabilir. Ornegin:

P ve Q;
P veya Q;
P ise Q;
P ancak ve ancak Q;
P degil.

(Dilbilgisinde, ise ve degil, bagla¢ degildir; ama matematikte, dyle sayilabilir.) Bu or-
neklerde, sozciiklerin yerinde, kisaltma olarak, simgeler kullanilabilir:*
PAQ
PVvQ
P=qQ
P<sQ
_\P

Yukaridaki simgelere, baglayici diyelim. Bileske 6nermelerin farkli durumlardaki dog-
ruluk degerleri, dogruluk tablolarinda’ gosterilebilir:

P QIPNQ PVQ P=Q P&sQ

0 0 0 0 1 1 P|-P
1 0 0 1 0 0 0] 1
0 1 0 1 1 0 110
1 1 1 1 1 1

*P A Q yerine, P & Q; P = @ yerine, P — @; P < P yerine, P < @, yazilabilir.
tVeya dogruluk cizelgelerinde.



Mesela, ikinci satirdan, d(P) = 1 ve d(Q) = 0 ise, o zaman d(P = Q) = 0.
Dogruluk tablolar1 soyle yazilabilir:

P AN Q P Vv Q P = Q P < Q
0 0 0 0 0 O 0 1 0 0 1 0 - P
10 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 1
0 0 1 0 1 1 0 1 1 0 0 1 1 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Burada, bir 6nermenin degeri, 6nermenin baglayicisinin altina yazilr.

Ashinda, P = @ gibi bir ifade gergek bir 6nerme degildir; bir 6nerme formiiliidiir;
ve P ve () harfleri, 6nerme degiskenleridir. Degiskenlerin yerine gercek onermeleri
koyarsak, énerme formiilii, bir énerme olur.

Bir 6nerme formiiliinde, birden fazla baglayici kullanilabilir, mesela
PV -P
formiiliinde oldugu gibi. Bu formiiliin, ii¢ veya dort tane altformiilii var; bunlar
PV P, P, - P, P

formiilleridir. Biz, P altformiiliinii tekrarladik, ¢iinkii formiilii bir agag seklinde gorebi-
liriz, ve bu agacin dort tane diigiimii olur:

PV =P

P P

P

Agagta, altformiiliin yerine, formiiliin ana baglayicisini koyabiliriz:

O zaman P V =P formiiliin dogruluk tablosu iki sekilde yazilabilir:

P|-P|PV-P PV - P
01 1 0 1 1 0
1] o0 1 1 10 1



Ikinci sekilde, her altformiiliin degeri, altformiiliin ana baglayicisinin altina yazilir.

Bir 6rnek daha: P = —=Q V R (yani, P = ((—Q) V R)) énerme formiiliniin agaci agag-
dadur:

[P =-QVR]
7] ~QV R
-Q R
Q]
Ana baglayicilar kullanarak,
P V|
= R|
Q]

seklinde yazabiliriz. Dogruluk tablosu soyle yazilabilir:

Pl=|-|Q|VI|R Pl=|-|Q|VI|R Pl=|-|Q|VIR
0 0 0 0 10 0 0 110(11]0
1 0 0 1 110 0 1 110]1]0
0 1 0 0 01 0 0 0[1]01]0
1 1 0, 1 01 0, 1 0[1]0]0,
0 0 1 0 110 1 0 11011
1 0 1 1 110 1 1 11011
0 1 1 0 01 1 0 Oj1]1]1
1 1 1 1 01 1 1 0111




ve sonunda,

Pl=|-|Q|VIR
0O|1]1]0]1]0
11 (10|10
0]1)0{1(0]0
170(0[1]0]0.
Oj1]1]01]1
11 ]1(0(1]1
Oj1 |01 1|1
110111

O zaman formiiliin basit dogruluk tablosu goyledir:

P Q R|P=-QVR
0 0 0 1
1 0 0 1
0 1 0 1
1 1 0 0
0 0 1 1
1 0 1 1
0 1 1 1
11 1 1

Genellikle dogruluk degerleri su sirada hesaplanir:

1. —
2. AveV

3. = Ve <

4. bir baglayici iki kere kullanilmigsa, sagdaki.

Ornegin:

P = QV R demek P = (QV R);

—P A @ demek (=P) A Q;

P A Q V R belirsiz;
PAQAR demek PA(Q A R);
PAQAN RV P belirsiz;

P = @Q = R demek P = (Q = R);

7. P=QAR= S demek P= ((QA\R)=15).

A e

A, V, =, < baglayicilarina ikili denir; = baglayicisina, birli denir. Ayrica, 0 ve 1, sifirh
baglayicilar olarak diisiiniilebilir.

Alstirma 1. Agagidaki formiilleri hesaplayin.

1. 1=1=1,
2. 1=0=1,



0=1) <1,
0e1)e (0<1),
—==0,

(1Vv0)AO,

1V (0AD0).

PSRN

Alistirma 2. Asagidaki formiillerin dogruluk tablolarii yapin:

1. P= Q= P;

2. PANQ AR,

(P & ~(Q < R));
(P=QVR)=-PVQ;
(P=QV-R)AN(Q=PAR)=P=R;
-(~R=P=—-(R=Q)).

A AL ol

3 Esdegerlik

Iki 6nermenin dogruluk degeri her durumda ayniysa, o énermeler, mantiksal olarak egde-
ger veya denktir. Iki onerme formdiliniin basit dogruluk tablolar1 ayniysa, o formiilleri
de birbirine esdeger veya denktir. F' ve G 6nerme formiilleri egdeger ise,

F~d

ifadesini yazalim. Ornegin,

P=Q~-PVQ

denkligini agagidaki tablolardan gorebiliriz:

P = Q - PV Q
0 1 0 1 0 1 0
1 0 O 01 0 0
0 1 1 1 0 1 1
1 1 1 0 1 1 1
Buradan basit dogruluk tablolarinin ayni oldugunu goériirtiz:
P Q|P=Q P Q|-PVQ
0 0 1 0 0 1
1 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 1
1 1 1 1 1 1

Teorem 1. Asaqidaki esdegerliklerimiz vardr.



1. (Her onerme, sadece — ve A ile yazilabilir:)

PVQ~ (=P A=Q),
P=Q~-PVAQ,
PesQ~(P=Q) NQ=P).

2. (Her dnerme, sadece = ve = ile yazlabilir:)
PAQ~—(P=—Q).

3. (Cifte degilleme kaldurilabilir:)
=P~ P.

4. (De Morgan* kurallar::)

—~(PAQ)~—-PV-Q.

5. (N ve V baglaycilariman degisme ve birlesme ozellikleri:)

PAQ~QAP, (PAQ)AR~PA(QAR),
PVvQQ~QVP, (PVQ)VR~PV(QVR).

6. (N veV baglayicilar birbirine tzerine dagilir:)

PA(QVR)~(PAQ)V(PAR),
PV(QAR)~(PVQ)N(PVR).

7. (Fazlaliklar:)

PAP~P, PA-P~0, PAL~P, PAO~DO,
PVP~P, PV-P~1, PVO0~ P, PVi~l.

8. (Yeni degisken:)

9. (Yutma:)

Kamit. Aligtirma.

fAugustus De Morgan, 1806-71, Biiyiik Britanyali matematik¢i ve mantike [6, 5).



4 Gerektirme

Bir durum, bir 6nermeler kiimesinin modelidir, eger o durumda, kiimenin her 6nermesi
dogru ise. Eger bir énerme, bir 6nermeler kiimesinin her modelinde dogru ise, o kiime,
onermeyi gerektirir.

I' (yani, Gamma), bir énerme formiilii kiimesi olsun, ve F, bir énerme formiilii olsun.
Eger I' U {F'} kiimesindeki biitiin formiillerin dogruluk tablosunun her satirinda,

1. ya I' kiimesindeki bir formiil yanhs ise,
2. ya da F' formiilii dogru ise,

o zaman [', F' formiiliinii gerektirir deriz, ve
I'e=F
ifadesini yazariz; |= simgesine, turnike denebilir. Bog kiime, F' formiiliinii gerektirirse,
= F

yazilabilir, ve F formiiliine dogrusal gegerli formiil, veya mantiksal dogru formiil,
veya totoloji denebilir.

Teorem 2. F' ~ G ancak ve ancak F < G bir totolojidir.
Kamit. Aligtirma. O

I" kiimesinin F' formiiliinii gerektirdigini nasil gosterebiliriz? Iki yontemimiz var:

1. dogruluk tablolari,
2. bicimsel kanat.

Mesela, asagidaki tabloya bakin:

P QI P=Q P|Q
0 0 1 010
1 0 0 110
0 1 1 01
1 1 1 171

Her satirda,

e yad(P = Q) =0veyad(P)=0,
e yada d(Q) = 1.



O zaman

P=Q,PEQ (*)
(vani, {P = Q, P} Q).

Ayni sekilde,
PVQVRP=Q,Q=RER, (1)

¢iinkii, agagidaki dogruluk tablosundaki her satirda,

e yad(PVQVR)=0,veyad(P = Q)=0, veya d(Q = R) =0,
e yada R=1.

(Ikisi de olabilir, 6. satirdaki gibi.)

P Q RIPVQVR P=Q Q=R |R
0 0 O 0 1 1 0
1 0 0 1 0 1 0
0 1 0 1 1 0 0
1 1 0 1 1 0 0
0 0 1 1 1 1 1
1 0 1 1 0 1 1
0 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1

Ama gimdi
F={-(SAT),(RANQ)V(T'ANQ),PV(SAN-T),-TV(QA(SVR)),-RVT}

olsun. O zaman

FEPAQARAN-SAT; (1)

ama bunu dogruluk tablolariyla gostermek sikici olurdu. Bi¢imsel kanit yontemi, bu
durumda hem daha kisa, hem daha ilgingtir.

Bicimsel kanit, bir formiiller listesidir. Fy, FY, ..., F,, bir bi¢imsel kanit olsun. Her &
icin, 0 < k < n ise,

1. ya Fj, bilinen bir totolojidir,
2. ya bilinen bir gerektirmesine gore, {Fy, ..., Fx_1} & Fk,
3. ya da Fj, bigimsel kanitin bir hipotezidir.

Kanitin sonucu, F,, 6énerme formiiliidiir. Kanitin hipotezleri, I' kiimesini olustursun. O
zaman [', F,, formiiliinii gerektirir:

I'EF,.
Bicimsel kamit, I'dan F}, formiiliinii kanitlar.

Bilinen bir totolojiye aksiyom denir. Baslangicta, aksiyom olarak,

1, PV P



formiillerini, ve daha genellikle her F'V —F formiiliinii, kullanabiliriz. Bagka bir formiilii
aksiyom olarak kullanmak istersek, kullanabiliriz, ama énce onun totoloji oldugunu is-
patlamaliy1z (mesela, dogruluk tablosuyla).

Bilinen bir gerektirmeye, ¢gikarim kurali denir. Mesela, zaten (x) satirindan

P=QPEQ

gerektirmesini biliyoruz. O zaman, cikarim kurali olarak, ayirma kuralimiz® var, yani:
P = @ ve P formiillerinden, ) ¢ikar. Daha genel olarak, F' = G ve F' formiillerinden,
G c¢ikar. Hatta daha genel olarak, F' = G ve F formiilleri, I' kiimesinin 6geleriyse, I"
kiimesinden G ¢ikar.

Ayrica, F' ~ (G ise, o zaman
FEG.
Teorem 1’den, bilinen denkliklerimiz var. O zaman su ¢gikarim kuralimiz var: Teorem 1’e
gore, F' ~ (G ise, ve F', I' kiimesinin 6gesiyse, o zaman G, I’"dan ¢ikar.
Ornegin, P A Q = @Q, ciinkii bicimsel bir kanit yazabiliriz:
PAQ, 1, =PVl —-PV-QVQ, —(PANQ)VQ, (PAQ)=Q, Q

Aciklamalarimizi eklersek:

) PAQ [hipotez|

) 1 [aksiyom]

) -PV1 [2. satirdan, fazlalikla]

) —PV-QVQEQ |3 satirdan, fazlalkla]

) (PAQ)VQ |4.satirdan, De Morgan kuraliyla|
) (PAQ)=Q 5. satirdan]

) Q [1 & 6 satirindan ayirmal|

Ayrica,
PvQVR,—-P-QER,

¢linkii bigimsel bir kanit yazabiliriz:
PVvVQVR, -P=QVR, - P, QV R, -Q = R, —Q, R.

Acgiklamalarimizi eklersek:

(1) PVQVR [|hipotez]

(2) =P=QVR |1 satirdan]

(3) -P [hipotez|

(4) QVR [2. ve 3. satirlardan, ayirma kuraliylal
(5) -Q =R [4. satirdan]

(6) -0 [hipotez|

(7) R [5. ve 6. satirlardan]

§Bu kural, Latincede modus ponens, Ingilizcede, detachment.

10



Her bigimsel kanitin arkasinda, bir agac¢ vardir. Mesela, son kanitin agaci sdyle:

QVR

\

—P| -P=QVR

PVQVR

Bu bicimsel kanitin siralanmasini degistirebiliriz; 6rnegin, soyle yazabiliriz:

-Q, PVQVR, -P, -P=QVR, QVR -Q=R, R

Yeni ¢ikarim kurallar agagidaki teoremden gelir:

Teorem 3. Bu gerektirmelerimiz var:

1. (Basitlestirme:)

PAQEP, PAQEQ
2. (Ekleme:)
PEPVQ, QEPVQ.
3. (Baglama:)
PQEPAQ
4. (Ayrrma:)
PP=QEQ, PVQ,~PEQ,
-Q,P=QE—-P, PVQ,-QE=P.

(hipotetik tasvm.:)
P=0Q,Q= REP=R.

11



5. (Olumlu dilemma:)
P=QR=SPVREQVS.

Kanat. Aligtirma. [

Simdi yukaridaki (1) gerektirmesininin bu bigimsel kamdi var (her satirm nedeni ne-

dir?):

PVQVR [hipotez]
(PVQ)VR

-(PVQ)=R

P=qQ [hipotez]
Q=R [hipotez]
P=R

PvVv@Q=RVR

PVvQ=R

(PVQ)V-(PVQ)=RVR

(PVQ)V~(PVQ)
RVR
R.

Ayrica, yukaridaki (1) gerektirmesinin, Tablo 1’deki bigimsel kanit1 var.

Alistirma 3. Asagidaki gerektirmeler i¢in bi¢imsel kanitlar1 yazin.
1. EP=P=P
2. EP=Q=P
3 FPV(P=Q)
=P =0Q)V-Q
5 P=QANREP=Q
PAN=-PEQ
7. PAN(QVR)EP< (-QVP)
8. P=Q,P=-QF —Q
9o P=RQ=REPVQ=R
10. P=RQ=SEPVQ=RVS

=

&
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(RAQ)V(TAQ)
Q PV (S A-T)
RVT =SV =T
—RVT ~(S A=T)
(RVT)AN(-RVT) p
(RA=R)VT -TV(QA(SVR))
lLvT QA(SVR)
T SVR
—(SAT) R
—Sv T RA-SAT
-7 OANRAN-SAT
-5 PAQARA-SAT

Tablo 1: Bigimsel bir kanit
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